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序文

微分方程式の解を数値的に捉える試みは多々行なわれてきたが�偏微分方程式に至ってはまだ
発展途上の段階である�しかしながら�最近では計算機の発達と共に数値計算技術も飛躍的に進歩
し�それと同時に非線形偏微分方程式の解を捉える手法も次第に確立されつつある�

現在�真の解を包み込む集合を計算機内で求める精度保証付き計算法と呼ばれる手法が提唱さ
れていて�２階の非線形楕円型方程式に応用されている���� ���

本論文は ��� に述べられた数値的検証法の定式化を改良し （第１章）�更に楕円型方程式の右
辺が�一般の多項式にも拡張できることを述べ�その手法を提案する�（第２章） また�従来の検
証法では反復法を用いて解を包み込んだが�解の検証条件を２元連立不等式化することにより�反
復回数１回で検証を成功させる手法を第３章で述べる�そして�第４章では第２・３章で構成され
たプログラムに基づく数値例を挙げる�

本論文を完成するにあたって�御指導�御協力いただいた中尾充宏教授�山本野人講師�並びに
大型計算機センターの渡部善隆助手�そしてプログラミングにあたって援助をしてくれた西村喜
信君に感謝いたします�
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� 楕円型方程式の解の数値的検証法の概要

��� 不動点形式化

次の非線形楕円型方程式を考える�� ��� � ���� �� �

� � � �� ��
�����

� � �� の有界凸閉集合
�� � 区分的に滑らかな境界

���� �
��
���

���
� �� � ��

まずはじめに次の記号を定義しておく�

	����を � 上の 
 次の ����������空間としたとき

	�
� ��� � �� � 	���� � � � � �� ���

このとき	�
� ���の内積を

�� ����
� ���

� ������ � � � 	�
� ���

として定義する�ただし �	 	� は ����� �内積で

�� �
�
��

���

��

���

�

とする�また �� �
�
�  �� を次のように定義する�

��� パラメータ � �� � � � ��に依存する	�
� ���の有限次元部分空間�

通常添字 � は領域の分割幅を表す�

��� � �� の直交補空間�

��� 	
�
� から �� への 	�

� �����������

すなわち
������������ � � ��� � ��

この �� に対して次の仮定をしておく�

�

������ ���


�� ��� 
��
�
� �������� ���	�

となるような � に依らない�数値的に算定可能な定数 �� が存在する�

ただし

������ �
��

�����


 ���

������

���

まず有限要素法を用いて� 次式を満たす ����� の有限要素近似解 �� � �� を見つけておく�

�



すなわち
�������� � ������ ���

��� � ��

を満たす �� を見つける�

このとき� �� は � �� � � ����� �� �

 � � � �� ��

の解  � の �� への 	�
� ����������� となっている�

����

�� � �� �

�� ��������� � � ��� � �� �����

よって � �����  �� � ����� ����� �� �

��  � � � �� ��

ここで
� � ��  �

�� �  �� ��
���
�

とおくと � ��� � ���� ! �� ! ��� ����� �� �

� � � �� ��
�����

と書ける�つまり ����� を解く代わりに ����� を解くことを考える� ここで１つ ��""# をあげて
おく�

�	��� ���

任意の � � ����� に対して� � ��� � � �� �

� � � �� ��

を満たすような � � 	���� �	�
� ��� が一意に存在し

����� � ��
� 
 ���$�

となるような�数値的に算定可能な定数 �� が存在する���� 特に � が凸多角形領域のときは �� �

� となる��$�

	



このときの � � ����� に対して� � � �� と定義する�

� � ����� 	�
� ��� �	����

であるが�埋め込み 	���� � 	�
� ��� は ��"%#�� なので�

� � ����� 	�
� ��� ��
����

いま�非線形作用素 � を

� ��� � � ����� ! �� ! ��� ������

として�定義すれば � は 	�
� ��� から 	�

� ��� への ��"%#�� 作用素となる�

これにより
� � � ��� ����

と不動点形式に書ける�

� �� の評価
���	����
����$� より
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次に� &'��( )����*� +���, （例えば ���）を用いて �� の ��ノルムを評価する�

まず�次の方程式を考える� � �� � �� �� �

 � � �� ��

 � を  の有限要素近似解とすると
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��� 検証条件

不動点形式化した ���� をさらに次のように変形する��
��� � ��� ���

�! � ���� � �! � ���� ���
������

������ の上の式に )�.��(���,� /��*�0 を用い�それを ��"��� とおく�即ち

��"��� � ��� � ��� � ���
������

�� ���� � ��� ����

と定義する�

ここで ��"��� に現れる作用素の仮定をしておく�
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� ����� を � の �� での 1�2��*�� 微分とするとき写像 ��� � ���
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&��'"%���( ��	 は行列 ��� ��� � ���
������������� が可逆となることが必要十分条件で

あることを意味している�

いま作用素 # を
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と定義すると�次の %��%������( が成り立つ�
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� と書ける�すると ����	� より
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すると ��*#'0��の不動点定理 ���� �
� より

# �$ � � �# ��� � � �$� �$

となる 	�
� ��� の有界凸閉部分集合 $ が見つかれば

�� � # �$ � %��� � � # ���

が言える�

そこで� # �$ � � $ なる $ � 	�
� ��� をどのようにして計算機内で表現するかだが�作用素

# ��� の構成に着目して無限次元空間である $ を有限次元の部分と無限次元の部分に分ける�
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このとき検証条件は

��"�$ � � $�
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となる�
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�$� �$�
�

� $

��� 計算機による検証法

������������� を �� の基底関数 �& � '�
���とし�3� を区間係数をもった ����の一次結合全
体の集合とする�
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�
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�� � ���(
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とおく�この 3� と �(� の元に対して反復列 ����	�

�  (	��	�������� を考える�
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�	�
� � �(	��
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� � � のとき � � ) � � となる ) を与え )����*����� を次式で定義する�� ���	���
� � �
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次に 	$ �	��� � ���	���
� � ��(	��� について �
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�  (	 を次式で定義する�
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ある定数 )について 
� ��
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	� �������
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(� � �(���
が成り立てば

� � � ���

となるような解 � � �
���
� � �(� � が存在する�ここで
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	� +
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とする�
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前半は検証条件のとおり�後半は ���	����$� より
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� �
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+	
� �� ����$�

となるような区間ベクトル �+	
� �

�
��� を見つける�
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� �  ( � ��(	���をとると
��� ��� !  (����� � �������� ! �� ! �� !  (�� ����������

� ��������� ! �� ! �� !  (�� ������ ���

� ����� ! �� ! �� !  (�� ����� ���

�

�
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��
���� 	 �� ! ,	�� ��

�
�����

�,	�� � ��の高次項�

����$� の両辺に ��� � ���
������ を作用させると

��� � ���
��������� � ���� � ��� ���� � ��� � ���

������
��
���

+	
� ��

� � �� !  ( として両辺 	�
� 内積をとると

����� ��� !  (������ �����
�����������

�
��
���

+	
� 	 ����� � ���

������������ ������

ここで & �& 行列 - � �.��� を

.�� � ���������
�
��

��
������ ��
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で定義すると ����������� より
+	
� � -���/

�	���
� �

と決定できる�ただし

/
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� � �,	�� ���

�,	�� ��� �

�
���� ! �� ! �� !  (�� ������ ��
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あと (	 の計算は 
 ���� ! �� ! �� !  (�� ����� 
 を三角不等式等で分けてやればよい�

� 適用方式の一般化技法

��� 基底分解と評価式

第１章の検証手順の中に現われる -� /� ( 等に現れる内積�ノルムの計算は ���� が � の２
次式�３次式ぐらいでは /#�*�"#���# などで計算も可能だが� 高次式となるとプログラミングに
無理が生じる�

そこで第２章では ����が一般の多項式のときの打開法と計算機内でのその実現法を提案す
る� ここで今後の精度のことも考えて２次要素で行う�





即ち
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�� �
�
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�
�" � 分割数�

0���� � � � � � ��� ��� � ����
� ������ � � � � "  ���� � ���� � � �

としたとき
�� � 0����� 0��1� �	���

と定義する�

さらに � 方向 1 方向はそれぞれともに等分割とする�

とりあえず ���� � �� についての計算法を述べる� これができれば後は定数倍して
�
を施

せば一般の多項式に拡張できるので十分である�

では�次の３つの計算を順にみていく�

１ 行列 -

２ 内積 �,	�� ���

３ (	

� まずは �
�	�
� の計算に現われる行列-の計算だが

.�� � ���������
�
��

��
������ ��

�
� ���������
������ �� ��� �	�	�

2 � 
� �とおき内積の部分に着目すると�
�
������� '/

の計算をしていることになる�

ただし / � �� ��� �� ��

'/ � '�'1

他の 4��"�(�も変数変換等をすればこの形に帰着する事が明らかである�

いま 4��"�(� / に右図のような (�0� ('"���をつけると

�� �	 ��

�
 �� �$

� �� �-

���� �
	�
���

���� �	���

�� � (�0� � 上の �� の値
�� � (�0� � 上の基底関数

となる�すると
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ここで改めて積分内の計算に着目すると� � � はともに � � - の数字なので基底関数の積の計
算をしている�そこで次のような計算をしよう�

��� � $� �
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��� �� � 2 とする�ただし �	�
� にあらわれる 2 とは違うことに注意���
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と書ける�

今後�上記のような計算を 基底分解 と呼ぶ�

��



� 次に２番目の �,	�� ��� の計算をする�

第１章同様� �� � ���	���
� �  ( � ��(	��� をとると
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ここで�最初の 
� � 項は
������ ��

� ���

なので �� 同様 �� �
�	

���+���  +� � �+� +�� とおいて基底分解の要領で計算すると次のよう
になる�
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積分に絶対値を施したのは �� が区間係数をもつ関数だからである�

残りの 
 項は������� ! ���
������ !  (�� ���

��� � 
 ��� ! ���
����� 
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 �2 � ��
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 ��� ! ���
����� 
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 ��� !  (���� 
 �2 � 	�

�	��	�

として計算する�いま�一般性を保つため 2 � � を改めて 2 とおき�ここに現われる 
 ��� !  (�� 

の計算を説明する� まず�次の ������� の埋め込み定理を用いて得られる不等式を紹介しておく�

�	��� ���
�� � 	�

� ���  � 4 � に対して
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 � 
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ただし ��� は � の測度を表わす�

（本論では ��� � � ）

��



証明は �
� ��

では�上の不等式を用いて先の 
 ��� !  (�� 
 の計算をすると
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となるが�次のようにも計算できる�
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上と同様の計算を * 回繰り返すと
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となる��証明は帰納法による� ここで ���� �� �� を
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とおく� ���� �� �� はより小さい値が望ましいので

���� �� �� � ���� �� ����

となる " 2 * を求めると次の表のようになる�

2 � 	 * � � " � ��

2 � � * � 	 " � ��

2 � 
 * � � " � $

2 � � * � � " � ��

2 � $ * � � " � $�

2 �  * � � " � 	��
���
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ただし 2 * を与え�それを満たす " を解いている�また �� �
�

	6
としている��例えば �$� ��

これより�例えば 2 � 	�分割数 " � 	� では� * � � が最良評価を与えることが分かる�

これで �,	�� ��� は計算できる�

� 最後に� (	 の計算だが
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最初の 
 項は基底分解の要領で計算可能� （�	���� 参照）
残りの項に現われる 
 �� 
��  
�� 
�� は�分割 4��"�(� が１次要素であれば "#7 �����

"#7 ���� と一致するが�２次要素ではそうはならない�そこでその計算法を述べる�

� 
 �� 
����� について
4��"�(� / を４等分しその左下の 4��"�(� を /� とおく�

�� �	 ��

�
 �� �$

� �� �-
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まず� /� 上では

�� �� �� �� �	 � �

� �� �� �
 � �

そこで�

���� � "#7��� �� �� �� �	�
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�

���� 1� � �� ! �� ! �� ! �� ! �	
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とおくと
�� � ���� 	 ���� 1� ! ���	 	 ���� 1�

となる�すると右辺の式は

���� � ���	 のとき 点��7��7��で最大値 ���� !
-

�	
����� � ���	�

���� � ���	 のとき (�0� � 	 
 � -で最大値 ����
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をとることが分かる�つまり
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同様にして

8���� � "#7�� �� �� �
�
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とおけば
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となる�
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となり�以上の評価を他の３つの小 4��"�(�についても行えば
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"#7
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が言える�
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����� について
�� は０中心の区間係数を持つ関数なので
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以上より ���� �
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��� ���
� のときの �,	�� ��� (	 の計算は次のようにする�
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�	�	�� に現れる �� を含む計算は区間演算を用いるので�なるべく ��������"#�� が少なくな
るように工夫する必要がある�

区間演算は分配律が成立しないため�すなわち

��+ ! �� � �+ ! ��

となるので �	�	�� では同じ区間 �� をできるだけくくり�計算するようにしている�

��� 基底分解の応用

検証法の中で 5� すなわち �� の 	�
� ノルムが出てきたがそこでの計算は #�%����� 評価であっ

た�（�����）しかし�実際の検証では #�%�����評価では検証が困難となる場合が多い�そこで�次の
ような #�%��������� 評価を用いる�
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ここでは簡単に説明し� 詳しくは ����

まず�
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� を次のようにして定義する�
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ここで� &� は ��� の次元で ��� は �� に端点上の基底関数を付加した空間である�また  �� は
��� 上の基底関数である�そして

��� � �  ��  ��� & � �&� 行列
/�

�� � �  �� ����� & � �& 行列
/�

�� � �  �� ����� & � �& 行列
� � ��� 	 	 	  �����

� � �8� 	 	 	  8����

& � ��� 	 	 	  ����

とおいたとき

� � ���/�&

� � ���/�&

として計算する�

あとは
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となることから
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�9�� � �������� �

これで� 第１項は計算できる� 第２項は以下のようにして計算する�
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となり�ここに基底分解の計算を利用する�前と同様に 4��"�(� / の中で考えて例えば

����� �
�
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の計算をみていこう�
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再び�積分の中に着目して前と同様 �
�
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の計算をする��
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後は�同様にして ���� 	 	 	 ���	  ���� 	 	 	 ���	 の場合も計算できる�

� 簡易化の手法

��� 検証法の連立不等式化

検証の方法は第１章で分かったが�それにおける反復の初期値は

�
���
� � ���  (� � � �����

としている�

�



しかし�実際にこの初期値から検証を始めると最低でも通常１０数回の反復回数が必要となる
場合が多い�そこで�分割数を増やし（�を小さくし）反復回数を減らすことを試みると�同時に
��の次元が大きくなることになる�すると行列 - 自体は �%#���なので"�"��9の節約は可能だ
が（後述）�逆行列 -�� は :'�� "#���7 なのでその大きさだけの"�"��9が必要となる�確かに
"�"��9不足を補う -�� の計算法はあるが�その方法では検証の反復計算をする度に�毎回同じ
計算をしなければならない�

これでは�本来１回計算をしておけばよい -�� の計算に時間を要し�検証効率の低下を来す�

しかも�それで検証が成功すれば良いが�収束しないとまた � を変えて殆ど同じ計算を試みらなけ
ればならず�一層の計算コストを高くしてしまう�

そこで検証条件を２元連立不等式に変え�検証完了条件の成立する ��と ( の大きさを予め判
定し�検証の反復計算を１回で済ませようというのがこの章の狙いである� そうすれば�検証の計
算だけでなく -�� の計算の回避にもつながり� ����
� の ;���# <(=#���( をする必要がなくなる�

さらに�この方法の特徴として � をどのくらい小さくとれば�検証が成功するかの予測がたてられ
ることがある�

以下にその手順を説明する�

(� ; � �� � �� � �� として次の空間 $�� $
�
� を考える�
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すると # ��� は ( ; に依って決定される�そこで
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となる関数 ���5� ! ( ;�  ���5� ! ( ;� �5� � 
 �� 
��

�
� を求めると検証条件は
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となる�右辺の ( ; を左辺に移項し�その式を改めて ���5� ! ( ;�  ���5� ! ( ;� とおく�
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曲線 ���5� ! ( ;�と ���5� ! ( ;�が交点をもつとき

:� � ��5� ! ( ;� � ���5� ! ( ;� � ��� ��5� ! ( ;� � ���5� ! ( ;� � �� ���	�

の領域内の点 �5� ! (� ;�� をとる� �
���
�  (� の初期値 �の代わりに

�
���
� � ;���  (� � (�

から検証を始めると１回で成功する�

では�実際に例として ���� � �� �4"0�( 4>'#���(� の場合において �� �� を求めてみる�

ベクトル �� を次のようにする�

�� � �-���
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ただし �-���� -�� の � � 成分の絶対値をとった行列（�����-��� �
�
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）
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であればよいことになる�
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とおけば� �� �� � はそれぞれ定数なので左辺の式は 5� ! ( と ; についての２次式となる� それ
を ���5� ! ( ;�とおく�
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するとこの �� に対して
「���5� ! ( ;� � �」 �� ���
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が成立する�
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検証条件より
������右辺� �
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であればよいので�先ほどと同様にして

���5� ! ( ;� � 	 ;
 ���� 
! ;�
�� 
� ! 	 �
 �� 
�� ! ;
�� 
�������5� ! (�

! �������� �5� ! (�� � �5� ! (�

���
!

5�
���

とおく� いま曲線 �� �� の交点の 5� ! ( の値を �5� ! (��とし�

(� � �5� ! (�� � 5� ! < �� � <� ��

とおく�さらに
+ � �;� ���5� ! (� ;� � ��� �;� ���5� ! (� ;� � ��

とおき� ;� � + となる ;� をとる� その作り方からこの (� ;� に対して ?��%������(��� が適用
できる�

では�適用例をいくつか挙げておく�今の例の場合�曲線 ����� は楕円となる�それを分割数が
" � �� �� に対してそれぞれ描くと次のようになる�
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つまり )���では無理だが )���では検証が成功することが分かる�
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最後に�冒頭で話した - の"�"��9の節約法を述べる�

行列 - はその性質上�次のような形をしている��有限要素法の特徴の１つ�

�プログラミングの便宜上�添字を０からにしている��
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- は対称行列なので & �� の �#(0 "#���7を用いれば "�"��9は =�&�� で済む�しかし�

それでもまだ０の要素を含んでいるのでその部分の"�"��9の削減を計る（つまり�真に非零成
分だけを"�"��9に取り込む） ��
� '	&� というのを提案する�これだと =�&� � 
�

�
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の"�"��9で済む�

ここに "#���7 @ と ���� ������ � との添字の対応関係を書いておく�
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としたとき
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� 適用例

本章では第２�３章で構成されたプログラムに基づき得られた数値結果を示す�

検証例の図は�曲線 ����� を描いた図 （上図）と矩形領域 � の 1 � ��� に沿っての断面図
（下図）を表わす�解は下図の２つの曲線に �� の �� 誤差を加えた集合の中に存在する�

検証例１�
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検証例２：
&���(�A#*( 4>'#���(
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検証例３：
&���(�A#*( 4>'#���(
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検証例４：
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� 結論

従来の検証法では�検証例１は反復回数８回を要したのに対して�本論文の手法を用いると�関
数 �� �� の係数を求める計算とその後の検証の計算とを合わせた�２回の計算回数で済むことに
なった�この点で�検証に要する時間が大いに削減できたと言えよう�

また�本論文では２次要素を用いて検証を試みたが�基底分解の手法を用いれば�より高次要素
での検証が可能であるところに�その大きな利点がある�

しかしながら�以下のような問題が残っている�

区間 �� の入った内積の計算 �	����は�現段階では積分に絶対値をつけて評価し ��������"#��

の計算をしている�１次要素では�そのようなことは起こらないのだが２次要素に精度を上げたた
めの 0�"���� �区間拡大�が生じている�今後�より効率的な評価式を検討する必要があろう�

また ���� � � の場合�分割数 " � 
� で検証の予測が立てられたが�計算機能力の点で問題
がありプログラミングの改良が要求される�

そのほか�検証例４では非線形性の強い ���� � �� のことを想定して検証を試みたわけだが
���� � �� のときにも基底分解が応用できないかが今後の課題である�
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付録として ������� の不等式の B��� A�(��#(� を紹介する�そして�従来の評価式 �	���� と
比べ�効率良い評価が得られたことを示す�

#"	 	� ���

� を 
 次元ユークリッド空間 �� 上で定義された�実数値（複素数値）関数で�さらに�無限
遠点で急減少するものとする�
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となる� 3 � 	 における � を求めようとすると � � � となり�不適�
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となる� � を改めて �!"��� と書く�

これにより
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が言えるので�第２章と同様の操作をすると�次式が成り立つ�
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前と同様�最良評価を与える * を求めると�次の表のようになる� 第２章の表と比べられたい�
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最後に数値的比較をしておく�
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とおくと�上の表における �#"��� �!"��� をそれぞれ求めた値が次の表である�
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尚�検証例には �#"��� を用いているため�付録とした�

�!"��� を用いると�より良い数値結果が得られるのは言うまでもない�
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