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序文

逆問題 �������� ��	
����という言葉が、理学及び工学など自然科学を中心として、多くの分
野で使われるようになってきている。逆問題とは、簡単にいえば、結果から原因を推定しようと
する問題、あるいは、出力より入力を推定しようとする問題のことをいう。しかし、このような問
題には、順問題にはない、問題の不適切性と呼ばれる困難な性質が存在する。不適切な問題とは、

��解の存在 ����������

��解の一意性 �����������

��解の連続性 ����
�����

という３つの要件が１つでも満たされないような問題を指す。このような不適切性を伴う問題に
対しては、強引に数値計算により解こうとしても、得られた結果に信頼性が無いことは、いうま
でもない。
本論文では、固有値問題に対して、逆固有値問題を扱う。以下、本論文で扱う逆固有値問題は
次のような楕円型逆固有値問題である。

与えられたデータの集合 ������� �固有値に対して、以下を満たす �	������� 関数 � を求める：�
���� � ��� � ���� �� �

�� � � 	� ��
� �� �  

このような問題は、１次元の !����"#�	����� 型の方程式に対しては、多くの研究がなされている
�$%&など多数。しかしながら、計算機により精度保証付きで逆固有値問題を解く研究は、まだ非
常に少ないのが現状である。
現在、!����"#�	����� 型の逆固有値問題の解を計算機内で包み込める手法が、 �'�� $��( ��& に
より開発されている。その方法とは、有限個の入力データ（固有値）を与え �	�������関数を一意
に再構成するために、それを有限個の領域に対して対称な関数の１次結合として表し、その係数
を精度保証付きで同定しようとするものである。この場合、再構成する �	�������関数が、領域の
重心に対して対称でないと不適切な問題となってしまうことに注意する �２章 ��������	。そ
れを回避するために、対称性の条件を課して問題の定式化している。 �'�� は、この問題を解く
ために次のような方法をとっている。固有値問題の固有値が �	������� 関数の汎関数になることを
利用して、�	������� 関数に対する固有値とデータ固有値の差を �	������� 関数の汎関数とみなし、
その関数の零点を求めるために、区間  �)�	�法を適用している。その際、区間  �)�	�法の反
復の過程で現れる、順問題を !'		���*"���'	+ $�& と固有関数の零点の個数を手がかりに、精度
保証付きで求めている。
しかし、この方法では、２次元問題を扱うことは、不可能である。それに対し、本研究では、順
問題の検証部分を見直し、中尾の方法 $��& を適用することにより２次元の逆固有値問題の定式化、
そして、解の検証に成功した。このように、逆問題の精度保証は、まだ世界的に例が少なく、多次元
に拡張することは、今後、理学及び工学分野において重要な研究手段を与えるものと確信している。

本論文を作成するにあたって、熱心に御指導また御協力して頂いた中尾充宏 教授、山本野人 講
師、大型計算機センターの渡部義隆 助教授、後期博士課程の長藤かおりさんに感謝いたします。
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� �������	�
��

本論文では、次のような
������� �������� ���������を伴う偏微分方程式の固有値問題：�
���� ���� �� � �� �� �

� � � 	� ��
����

を考える。ここで、� は �� の有界凸領域、� � ��0�とする。
本来、固有値問題とは、���� を満たす固有値と固有関数の組 ���� ��を求めることである。こ
れら、固有値は、可算無限個存在し、重複するものを同一視するものとすると、次のような関係
式をもつことが知られている：

���� � ���� � � � � � �� �� � � � � � ��

����� 	 ここで、�� 1� ����と書いたのは、第 � 番目の固有値は、�	�������関数の汎関数とみ
なすことができるからである。この事実は、逆問題を定式化するにあたって本質的なものである。

これに対し逆問題とは、固有値をあたえて、�	�������関数 ���� � を再構成することである。し
かし、固有値をすべて（無限個）与えることは、不可能なので、最小のものから、有限個与える
ものとする。これは、工学的には、大変重要であろうと思われる � 無限個のデータを与えたとき、
再構成が一意にできるかという問題がある。１次元問題のときは再構成すべき �	������� 関数が領
域の中心に対して対称なら一意に再構成できる $%&。しかし、２次元問題のときには、知られてい
ない 。従って、再構成される �	������� 関数も、次のような集合に属すものでなければならない
であろう：

� 1�

���� ��� � 1� 2��
��
���

���� 2�� �� � ��0�

��	 ����

ここで、� は、与えた データ �固有値）の個数、2� を補助 �	������� �初期近似 �	������� とす
る。また、集合 � の与え方によって逆問題の解は、信頼性のない解や、もはや、解自体が存在し
ないことがある。これは、問題が不適切問題であるためである。即ち、この問題を解くにあたっ
ては、適切な解集合の中で解を探さなければならない。
本論文の目的は、適切な解空間の中で、���� における係数 ��� � � � � �� 精度保証付きで求めるこ
とである。

以下、本論文では、 �'�� の方法に基づいて、２次元の逆固有値問題の定式化を行う。この、定
式化にあたって１次元問題の時より、より強い仮定を課していることに注意する �２節。次に、こ
の定式化により得られた非線形連立方程式を解くアルゴリズム � �)�	�法を紹介する。しかし、
このアルゴリズムの中では、無限次元の方程式 �順問題を解く必要がある。そこで、厳密に非線
形連立方程式を解く為に、区間による �)�	�法を適用する �３節。次に、 �)�	�反復の過程で
現れる順問題の検証方法について述べる。ここでは、 �'��の方法とは異なり中尾の方法を適用
した �４節前半。また、後半では、２次元問題のときの /��	
��� の導出と区間 �)�	�法につい
ての定理を述べる。/��	
��� の導出にあたって、ある偏微分方程式の解が一意に存在するときに
１次元のものと同じ形であることがわかった。/��	
��� の導出の際に現れる偏微分方程式の解の
検証は、今後の課題である �４節後半。実際の数値例では、上記の偏微分方程式の解の検証を行
わないで、３(４節に基づいた数値結果を述べる。
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� 問題の定式化

この節では、逆固有値問題を解くための定式化の手順を述べる。

簡単のため � 1� ��� �	 ��� � 
 �� とする。
まず、集合 � と入力データの与え方に対する仮定を述べる。ここで、簡単な ������� を挙げる。

������� 	 �������を次の固有値問題の固有値とする：�
������ � � ���� ����� � � ����� � �� �

���� � � � 	� ��

この時、������� は、次の固有値問題の固有値になる：�
������ �� �� � � ���� �� �� ����� �� �� � � ����� �� �� � �� �

���� �� �� � � � 	� ��

ただし、� 1� �� �� � 1� �� � とする。

この�������により、一意に �	������� 関数を再構成するには、�	������� 関数は、

���� � � ���� �� �� � ����

という条件を満足しなければならないことがわかる。

そこで、再構成する �	������� に次を仮定する。

���������� ��	 �	�������関数は、領域の重心について対称。

また、入力データに関しては、重複固有値を除外する。即ち、次の仮定を設ける。

���������� ��� 入力データ �固有値は、重複して与えてはならない。

さて、集合 � を次で定義しておく：

� 1�

���� ��� � � 2� �
��
���

���� �� � � � 2�� �� � ��0� かつ (領域の重心について対称

��	 ����

ここで、問題を次のように定式化する。

有限個の入力データ �� � �� � � � � � �� と 補助 �	������� 2� と � の基底関数 ��� � � � � ��を与
える。この時、

������ � ��� � � �� �� � � � �� ����

を満たす、�	������� 関数 ���� � を次の形で求める：

���� � � ��� 1� 2��
��
���

���� � � ���%

%



ただし、� 1� ���� � � � � �� � � �� ( ������ は、次の固有値問題の第 � 番目の固有値とする：�
���� ���� � �� �� �

� � � 	� ��

ここで、� 1 �� � �� を次のように定義する：

��� � ����� 1� �������� ��� � � �� � � � �� ���,

このように置くことにより、問題は � に関して次のような、有限次元の非線型方程式に帰着する：

��� � � ���3

即ち、問題は、関数 � の零点を求めることである。これは、

��� � ��� ��� � � � � ��は �	������� ��� に対する固有値

という同値関係に基づくものである。よって、本研究の目的は、

非線型方程式 ��� � � を精度保証付きで解くこと

である。しかしながら、ここで注意すべきことは、� の形が具体的に与えられているわけでなく
て、� は無限次元固有値問題を介して、陰的に定まるという点である。

� �����
�� 関数の再構成の手順

前節では逆固有値問題は、有限次元の連立非線型方程式に帰着されることを述べた。この節で
は、実際この方程式がどのような手順で解かれるかについて、その概略を述べる。しかし、数学
的な詳細は、次節で述べることにする。

��� �����	 法

前節で、導いた非線型方程式は、次のようなものであった：

��� � � ����

ただし、� 1 �� � �� は、次で定義される：

��� � ����� 1� ������� ��� � � �� � � � ��

����� � � の形は具体的にはわからないが、�	������� 関数に依存する関数であることがわか
る。また、� の /��	
��� は具体的に求めることができる。

よって、���� を解くにあたって、次の  �)�	� 法を適用する1

������ 1� ���� �



���

���
�����

���
������� � � �� �� � � � ����

���� 1 初期値

以下に、有限個の入力データ ��� � � � � �� を元にして、近似 �	������� 関数 � を再構成するアルゴ
リズムを紹介する $3&($��&1

������ � 	

,



��初期値 ���� � �� を選ぶ。また、補助 �	������� 2� と � の基底関数 ��� � � � � �� を選ぶ。
�� � � �� �� � � � に対して、以下を繰り返す。
�� � � �� �� � � � �� に対して、

�� �	������� 関数を

������� � 1� ������ � 2� �
��
���

������

としたときの固有値問題1 �
���� ����� � �� �� �

� � � 	� ��
����

の近似固有値 �������� を計算する。
��� 同様に �������� に対応する近似  � "正規化固有関数 �!������を計算する。

�
  �)�	� 法の残差、

����
��� � ��������� ��

を計算する。
�� ������ の /��	
���


���

���
�����

�
�


	
�!�� ������� ����� �� " � �� � � � �� ���%

を計算する。
��  �)�	� 反復の過程

������ 1� ���� �



���

���
�����

���
������

を実行する。

! 反復終了条件 " 与えられた正定数 # に対して、

���� � ������� � #�������

が満たされるとき。ただし、ノルム  � � は、� 1� ���� � � � � �� � �� に対して、

�� �
��
���

����

で定義する。

（������ � 	に対する注釈）

�� � の /��	
��� が ���% で与えられることは、次節で述べる。
��このアルゴリズムの中では無限次元方程式の固有値問題を解かなければならない。従って、上
記のような浮動小数点演算による近似計算では、このような解を厳密に解くことができない。
また、問題が不適切問題であることや、解くべき方程式の非線型性により、このアルゴリズ
ムから得られた解が十分に信頼できるものであるとは限らない。

3



��
 区間演算

ここでは、������ � 	"���� で現れる固有値問題 ����を精度保証付きで計算するために、ま
た、 �)�	� 法自体を精度保証付きで計算するために区間を導入する。
まず、実閉区間の集合全体を 
� とする。また、
�に属する元を $�& と書くことにする。$�& � 
�
とは、

$�& 1� $�� �&

を意味する。ここで、� は、実数 � の上限、� は、下限をあらわす。次に連続関数、

$��� �� $��� � �$��� � � $��� � �� � 
 ��

において、区間関数を次で定義する：

$$&��� � 1� $$��� �� $��� �&

1� �$��� � � ��0� � $��� � � $��� � � $��� �� ���� � � 0��

さらに、再構成したい �	������� 関数を ��$�& として、��$�& を次のように定義する：

��$�& 1� 2� �
��
���

$�� &��

1�

���2��
��
���

����

��� �� � $�� &
��	 ���,

また、区間を用いるにあたって、��$�& の微分、積分の計算が実数演算のようにできる必要があ
る。例えば、基底関数が微分可能ならば、実定数のように区間係数を扱うことができ、さらに、次

を満たす、
����$�&

��

�
を区間関数の微分と定義する：

����$�&
��

�
1�

�
��

��

��� � � ��$�&�
� についても同様である。
次に、区間関数 !��$�& を、次を満たす区間関数にとる：

�!��� � � � $�&� 
 !��$�& ���3

ここで、!��� は次の固有値問題の第 � 番目の固有値 ������ に対応する  � "正規化固有関数で
ある： �

���� ���� � �� �� �

� � � 	� ��

同様に、$�& における � の /��	
��� を、�

���

���
��

� ��� � � $�&� 
 
 ���
���

�$�&

�
���-

-



で与えられる区間行列


���

���
�$�&

�
により定義する。

写像 % 1 
�� � �� を次で定義する1

%�$�& 1� �%���$�� &��������� 1� �
�� � ��

�
���������

また、区間行列 $&& と区間ベクトル $�& に対して、集合 
#$$�$&&� $�& を次のように定義する：


#$$�$&&� $�& 1� �� � &� � �� & � $&&� � � $�&�

これらを用いることにより、���� に対応する ��������  �)�	� 	�����	� 
% は、次のように与え
られる：


%�$�&��� 1� %�$�&���� 
#$$




���

���
�$�&���

�
� ��%�$�&���

�
���.

��� 区間�����	法

ここでは、前節のことをふまえて、区間による  �)�	� 法のアルゴリズムを紹介する $��& ：

������ � �

��初期区間ベクトル $�&��� � 
�� を選ぶ。
�� � � �� �� � � � に対して、以下を繰り返す。
�� � � �� � � � �� に対して、

�� �	������� 関数を

%����� 1� ��%�$�&��� � 2� �
��
���

%���$�� &
�����

とする。このとき固有値問題：�
����%������ � �� �� �

� � � 	� ��
���4

の固有値 $���%�����& を精度保証付きで計算する。
��� 同様に、�	������� 関数を

��$�&��� 1� 2� �
��
���

$��&
�����

とする。このとき固有値問題：�
���� ��$�&���� � �� �� �

� � � 	� ��
�����

の  � "正規化固有関数 !��$�&��� を精度保証付きで計算する。

.



�
区間ベクトル ���%�$�& を

$���%��
���&� �� � ���%�$�&

となるように計算する。

�� ��$�&��� の /��	
��� として、区間行列


���

���
�$�&���

�
を


	
!�� �$�&

����� ���� �



���

���
�$�&���

�
� �� " � �� � � � �� �����

となるように計算する。
�+区間  �)�	� 反復の過程


%�$�&��� 1� %�$�&���� 
#$$




���

���
�$�&���

�
� ��%�$�&���

�
�����

を計算し、
�5


%�$�&��� � $�&��� ��検証終了 �����

����

$�&����� 1� 
%�$�&��� � $�&��� ����%

として、!������ へ

（������ � �に対する注釈）

�� !�����"� において、解くべき固有値問題が ���4� ����� と異っている理由を簡単に述べる。
まず、固有値は区間 �)�	�法の残差にあたる部分、固有関数は、/��	
��� にあたる部分に
必要であることに注意する。��������  �)�	� 	�����	� の性質により、� の $�&��� における
/��	
��� は、����� の固有関数でなければならないことがわかる。しかし、固有値について
は、���4 の方を採用する。これは、固有値の包み込みをより精密にする必要があるからであ
る。また、����� より、���4 の固有値がより精密に包み込めるのは、次節で紹介する中尾の
方法の定式化より明らかであろう。

�� � の /��	
��� を包含する区間行列が ����� で与えられることは、次節で述べる。
��非線形方程式 ��� � � の解の検証は、��������  �)�	� 	�����	� ����� を用いた、区間
 �)�	� 法を適用する。

%� ����%において、$�&��� から $�&����� に進むステップでは、' "��6���	� の技法 $��& を用いる。

以上、２つのアルゴリズムを紹介したが、実際の計算では、

�� ������ � 	 を実行する。それによって得られた、近似 �	������� を表す係数ベクトルを�� 1� ����� � � � � ���  とする。
��補助 �	������� を ������ � 	 により得られた近似 �	������� �2� 1� ���� として、����&
�� � � を実行する。

という手順で行う。

4



� 再構成における精度保証付き計算の詳細

��� 順問題に対する固有値、固有関数の包み込み

ここでは、������ � �の !�����"�� であらわれる順問題：�
���� �� � �� �� �

� � � 	� ��
�%��

の解の検証について述べる。ただし、� 1� ��$�&��� である。 �'�� は、 !'		���*"���'	+ を主な
道具として、微分作用素の固有値と固有関数を数値的に検証した。この方法では、固有関数の零
点の数の情報が手がかりとなり、一般に２次元問題には適用できない。本研究では、以下に挙げ
る中尾の方法 $.( 4& により固有値と固有関数を数値的に検証する。この方法は、一般の２次元有
界凸領域に成り立つものであり、これを用いることにより、２次元の逆固有値問題に拡張するこ
とができた。

��	�	 固有値、固有関数の一意性付き検証法

まず、検証に必要な定義と仮定を述べておく。

整数 � に対して、� 次の  �� !	
	���空間を次で定義する：

(��� 1� �) � 
�) �  ��� �" ���' �'�� �"� � ��

ここで、" 1� �"�� "�( � � "� �  �� � �� � で、

�"� 1� "� � "�� 

�) 1�

����)

��������

とする。また、(�
� ��を ��

� ��の (���における閉包とする。ここで、����の部分集合 ��
� ��

は、次で定義される集合である：

��
��� 1�

�
* � ���� � ��++�* 1コンパクト

�
そして、(�

� �� の内積を次で定義する：

��� )	�

�
�	� 1� �����)
��	�

次に記号を導入する。
�� 1 パラメータ  に依存する (�

� �� の有限要素部分空間
��� 1 (

�
� �� における �� の直交補空間

,�� 1 (
�
� �� から �� への (�

� "��	7����	� 即ち、
�� � (�

� �� に対して、

����� ,�����*
� � �� �* � ��

,� 1 (�
� ��	� から �� 	� への ��	7����	� 即ち、

,���� � 1� �,���� �

-� 1 (�
� �� での恒等作用素

- 1 (�
� ��	� での恒等作用素

ここで、定数についての仮定と #����を挙げておく。

��



���������� ��	 � � (����(�
� �� に対して、次を満たす、 に無関係な定数 �� が存在する：

��5
���

�� .	�

�
�	� � �����	��	� �%��

ここで、���	��	� は、次で定義される (��� 上のセミノルムを表す：

���	��	� 1�
�
�����

���� ���

������

�����

��	�

#���� ��	 �/ �  ��� に対して、 �� * � (��� �(�
� �� ���' �'���

��* � / �� �

* � � 	� ��

かつ、

�*�	��	� � ��/
��	� �%��

を満たす、 に無関係な定数 �� が存在する。特に、� が凸多角形のときは、�� � � となる。

以下、固有値問題 �%�� を考える。固有値と固有関数を同時に検証したいので、空間 (�
� ��	�

を考える。その内積とノルムを次で定義する。 �$� 1� ���� �� � (�
� ��	� �� � �� � に対して、

� $�� $� 0	�

�
�	��� 1� ���� ��	�

�
�	� � ����

$�
�
	�

�
�	��� 1� ��

�
	�

�
�	� � ����

�

まず、ここで、問題 �%�� を次のように正規化する：
8��+ ��� � � (�

� ��	� ���' �'����� ���� �� � ��
	
�� ���� � �

�%�%

�$� 1� ����� ��� � �� 	� を次で定義される �%�% の有限要素近似解とする：��� �������*�
� � ����� � ����� *�
� � �*� � ��
	

���� ���� � �
�%�,

この �$� の近傍に �%�% 真の解が存在することを、区間演算を用いて計算機で数値的に検証する。
その際、一般的には、� +��������� 誤差評価による検証方法 $��& を用いるが、ここでは、区分１次
要素を用いるため、残差反復の効果が小さくなるので、それを採用しないことにする。次に、�%�%
を不動点定式化する。問題は、����� ��� の周りに、�%�% の真の解を探すことなので、

� 1� ��� � ��� � 1� ��� � ��
とおくと、�%�% は、���� �� について、��� ������ � �� � ���� � ��� ����� � ��

	

���� � ��� ���� � �

��



と書ける。そこで、作用素 1 1 (�
� ��	�� (�

� ��	� を、

1

�
9�
9�

�
1�

�� ���������� � ��� ����� � ��� � ������ 
	
���� � ������� � �

�� �%�3

とおくと、�%�% は、$ 1� ������ について、コンパクト作用素 1 の不動点方程式、

$ � 1 �$ �%�-

になる。ここに、次の仮定をおく。

���������� ��� 作用素 1 の ��� �での 8�:��'�� 導関数 1 ���� � が存在するとき、作用素

,�$- � 1
���� �& 1 (�

� ��	�� �� 	�

を �� 	� 上に制限したとき、逆作用素

,�$- � 1
���� �&��� 1 �� 	�� �� 	�

を持つ。

この仮定の正当性は、実際の計算過程で数値的に確かめられる。

さて、�%�- を有限次元と無限次元に分けることにより、次のように書ける：�
,�$ � ,�1 �$

�- � ,�$ � �- � ,�1 �$
�%�.

�%�. の有限次元部分に �� 	� 上の擬 �)�	�法を用いる：

2��$ 1� ,�$ � $- � 1
���� �&��� �,�$ � ,�1 �$

として、

3 �$ 1� 2��$ � �- � ,�1 �$ �%�4

と定義すると、3 はコンパクト作用素になる。この時、次が成り立つ：

$ � 3 �$�� $ � 1 �$ �%���

ここで、$ � 3 �$ の解を一意に包み込む定式化を述べる。

$ � (�
� ��	� を 次の形で書く：

$ � �)�� � � �)�� �

ただし、�)�� � � �� 	 �� �)�� � � ��� 	 ��� である。また、2 � ��%��� として、)� を
)� �

��
��� )�*� ��*��は ��の基底関数 と書く。ここで、記号を導入する。

�$� 1� �)��� � � �� � � � � 2

�$��� 1� ���

�$��� 1� )�	�

�
�	�

��



そして、解を含む集合 �候補者集合を、4��;� 0 � �� � �� � � � � 2�2 � �として、

4 1�
�
� 1�

��
���

��*� � �� � (
�
� ��

���
���� � 4� �� � �� � � � � 2� ��	�

�
�	� � 4���

�
�%���

; 1� �� � � � ��� � ;�� �%���

とする。次に、以下を満たすベクトル � � ���� � � � � ���� 0 �を１つ選ぶ。（選び方は、後述）

�3 ��� � ��� � � �� � � � � 2 � � �%���

また、� によって決まるベクトル 	��  � �	��� � � � � � 	�����  0 � を次を満たすように１つ
選ぶ。（選び方は、後述）

�3 ��$�$�� � 	��� � � � �� � � � � 2 � �� �$�� $� � 4 	 ; �%��%

さて、ここで、集合 <��� 	 を次で定義する：

<���	 1� �) � (�
� ��	� � �)� � �� � 	� �� � �� � � � � 2 � �� �%��,

����� � <���	 の選び方は、一意でない。

この時、検証条件は、次の定理で与えられる。

' ���� ���

<���	 
 ����4 	 ; �%��3

ならば、3 の不動点は、集合<���	に存在し、それは、固有値、固有関数の対として 4 	 ; の
中で一意である。

,����� $.& を見よ。

この定理では、4 	 ; の中では、固有値、固有関数の対としての一意性は言えたが、; の中で
の固有値の一意性が言えたわけではない。（ ; の中に 4 とは異なる �4 に固有関数を持つ固有値
がある可能性もある。）しかし、次の定理により、; の中での固有値の一意性が保証される。

' ���� ��� �%��3 が成り立てば、次が成り立つ：

�� �� �	 ���' �'�� �	 � ��� � 4� 
	
��	� � �

�� �� �	 ���' �'�� �	 � ��� � ;
�� 1 ��	 � ���� �	 � ��� � ��	 � ���� �	 � ���
�� �	 は単純

,����� $.& を見よ。

実際の計算では、最初に第１番目の固有値とそれに対応する固有関数を包み込む (�
� ��	� の

部分集合 �4��;� を求める。それを２番目 �4��;� (� � � (� 番目 �4� �;�  と次々と求めていく。
ここで、;� � ;��� � � �� � �� � � � �� � � を前提とする。

��



��	�� 固有値でないところの検証

前小節では、固有値と固有関数の対の検証を行うための方法を述べた。その方法によって得ら
れた集合を �4��;���������� とする。次に、区間 =� を次で定義する：

=� 1� $����;�� ��5�;���&� � � �� � � � �� � �

' ���� ���(��� の主張では、各 =� の中に固有値が存在しないことを保証しない。ここでは、
=� の中に固有値が存在しないことをいうための方法を述べる。

方程式は、�%�� を考える。そして、=� を  等分する。このとき、�5����������
�� を次のように
おく：

5� 1� ��5�=� � 5��� 1� 5� �
���%�=�

 
� � �� � � � �  

また、区間列 �$5&����������
 を次で定義する：

$5&� 1� $5�� 5���&

ここで、 �� � ��� � � � �  � を１つ選び、それを固定する。そこで、5 � $5&� に対して、作用素  �

を次で定義する：

 ��� 1� ���� �� � $5&��

このとき、 � は、線形作用素になるので、� � � は、�
 ��� � � �� �

� � � 	� ��
�%��-

の解になる。よって、�%��- の解の一意性がいえれば、$5&� の中には、�%�� の固有値が存在しな
いことがいえる。これを $5&�� � � � � $5&
 に対して実行する。そして、全てにおいて固有値の非存在
がいえれば、

=� �
�

��
������
�

$5&�

に固有値がないことがいえる。これを =�� � � � �=��� と続ければよい。

以下、$5&� での �%��- の解の一意性の示し方について述べる。

�5 � $5&� をとり、それを固定する。そして、次の固有値問題を考える：�
��� � �5 � �� �� �

� � � 	� ��
�%��.

1� 1 (
�
� ��� (�

� �� を次で定義する：

1��� 1� ���
���5 � �� �%��4

このとき、�%��. は、コンパクト線形作用素 1� の不動点方程式：

� � 1��� �%���

と書ける。ここで、���������� ��� と同様に次の仮定を設ける。

�%



���������� ��� ,��$-� � 1�& を �� 上に制限したものは、逆作用素 $- � 1�&
��
� をもつ。

この仮定の正当性は、実際の計算過程により数値的に確かめられる。

次に、

�2����� 1� ,���� $-� � 1� &
��
� �,���� ,��1���

3��� 1� �2����� � �-� � ,��1���

とおくと、3� はコンパクト線形作用素で、

� � 3����� � � 1��� �%���

が成り立つ。

' ���� ��� ���
���3�4 
 ����4 を満たす (�
� �� の有界凸閉集合 4 が見つかれば、各 5 �

$5&� に対し、� � 3��� の解、即ち、� � 1��� の一意解が ����4 に存在する。

この定理より、各 5 � $5&� に対して �%��- の解の一意性が言える。以下、' ���� ��� を
用いた解の一意性検証の手順を述べる。

4� 1� �4
���
� ��������� を区間ベクトル、また、正の実数 �� に対して、集合 4�� 4� を次で定義

する：

4� 1�
��
���

4
���
� *�� 2 � ��%���

4� 1� �/ � ��� � /	�

�
�	� � ���

また、

4 1� 4� � 4�

と定義する。このとき、検証条件は、次で書ける：�
�2����4 
 ����4�

�-� � ,��1��4 
 ����4�
�%���

�%��� が、成り立てば、前定理により、4 � 4��4� の中に �%��- の一意解が存在することがわ
かる。以下、�%���と同値な検証条件を導く。

�) � 4 を次の形で書く：

) 1� )� � )�� )� � ��� )� � 4�

この ) に対して �2����) は、

�2����) � ,���)� � )�� $-� � 1�&
��
� �,���)� � )�� ,��1��)� � )�

� )� � $-� � 1� &
��
� �)� � ,��1��)�

�,



となり、両辺に ,��$-� � 1�& を掛けて、整理することにより、

,��$-� � 1� &�2���) � ,��1��)� �%���

となる。次に、

�2���4 

��
���

6�*�

を満たす区間ベクトル 6 1� �6���������� の求め方を述べる。このために �� の部分集合 7 を次
で定義する：

7 1�
�
� 1�

��
���

��*� � ��

��� �,��$- � 1� &�� *�	�

�
�	� � �,��1��)�� *�	�

�
�	��

�)� � 4�� � � �� � � � � 2
�

�%��%

�%��% の条件式の左辺は、� � �� � � � � 2 に対して、

�,��$- � 1�&�� *�	�

�
�	�

�
��
���

�����*� ��*�
��	� � ��� � �*�� *�
��	� �%��,

また、右辺は、

�,��1��)�� *�
��	� �


	
�5 � �)�*� ���� �%��3

となる。よって、行列 8 � �!������������� と区間ベクトル � を

!�� 1� ��*���*�
��	� � ��� � �*�� *�
��	� �� � �� � � � � 2

� 1� �$���� ��&��������� � �� 1� �����5 � �*�
��	�

とおくと、区間ベクトル 6 は、次で決定される：

6 � ��8
��� �%��-

また、�%��� の無限次元部分に対しては、

� 1� ���� ���
���

��5 � �)
��	�

として、

� 1� ���� ���
���

�5 � �)
��	�

� ����

�
���
����

�5 � �)�
��	� � ���
�����

�5 � �)�
��	�

 
� ���� ���

�����

�5 � �)�
� � �����
���5 � �
�

で決定される。

以上により、�%��� に代わる同値な検証条件は、次の定理で与えられる：

�3



' ���� ��� �%��� は、次と同値：

�� ���
�
�5 � �>� �8���
� � ���

�5 � �� � � �%��.

ただし、>� 1� �*�� � � � � *� � �� 1� ���� である。

,����� $4& を見よ。

��
 区間 �����	 法とその �����	 の計算

区間  �)�	�法の定式化においては、� の /��	
���を求めることは、本質的な役割を果たす。こ
れは、�����で与えられた、��������  �)�	� 	�����	� 
%の性質上、近似的なもので代用すること
ができないためである。実際、ここでは、/��	
���の導出を行うが、求められた /��	
���は、１次
元の逆固有値問題のものと同じ形のものであることがわかった。しかし、１次元のときは、ある２つ
の初期値問題の解として構成することができたが $3&、２次元のときでは、そのようなことができな
い。２次元問題に対しては、以下に述べる方法で、/��	
���の導出を行う。この方法により、２次
元問題に対しては、ある偏微分方程式の解が存在するときに /��	
���が存在することがわかった。

ここで、記号を整理する：

� 1 ���, で定義された関数
$�&��� 1 ������ � � において生成された区間ベクトル
��$�&��� 1 ������ � � の ����� で定義した区間関数 1

��$�&��� 1� 2��
��
���

$��&
�����

������ !��� 1 固有値問題、�
���� ���� � �� �� �

� � � 	� ��

の第 � 番目の固有値及び、それに対応する  �� 正規化固有関数

また、簡単のために、$�& 1� $�&���� ��$�& 1� ��$�&��� と書くことにする。

ここで、/��	
��� を導出するために次の仮定を設ける。

���������� ��� � � (�
� ��� 9 � � を与えたとき、

�� � $�& に対して、��� ��) � ����� 9) � ��� ���
	
�) ���� � �

�%��4

を満たす、�)� � � (�
� ��	� が一意に存在する。

�-



#���� ��� � を ���, で与えられている関数とする。このとき � の $�& における /��	
��� を
表す区間行列は、���������� ��� のもとで、次式のように表される：


���

���
�$�&

�
�


	
!�� �$�&�� ���� �%���

ただし、!��$�& は、���3 で定義された区間関数である。

,����� �� � $�& に対して、 �� 1� ������� !��� は、固有値問題：�
���� ���� � �� �� �

� � � 	� ��

の固有値および  � 正規化された固有関数なので、次式を満たす：��� ��!� � ���!� � ��!�
	
!�� ���� � �

�%���

�%��� の両辺を �� で偏微分する：

���
�!�

���
 �

����

���
!� � ���

�!�

���
�
���

���
!� � ��

�!�

���
�%���


	
!�
�!�

���
���� � � �%���

ここで、) 1�
�!�

���
� � 1�

���

���
とおく。また、

����

���
� �� になることを用いると、��� ��) � ����� ��) � ��� ��

	
!�) ���� � �

�%��%

を得る。また、仮定により、このような解 �)� � は一意に存在し、�%��% の両辺に !� をかけて積
分する：

���)� !�
� � ������ �)� !�
� � ���� ��!�� !�
� �%��,

ここで、��� �
� は、� 上の  ��内積を表す。また、部分積分により、

���)� !�
� � ��)��!�
� � �)���!�
�

となるので、�%��, は次のようになる：

�)���!� � ����� ��!�
� � ���� ��!�� !�
�

�%��� と �!�� !�
� � � より、 

���

���
��

�
�



���

���
��

�
�


	

!�� ���� ����

以上のことが、�� � $�& に対して成り立つので、


���

���
�$�&

�
の定義 ���- により、結論を得る。

�.



����� � 実際には、�%��% を検証しなければならないことに注意する。また、�%��% の解の
一意存在を検証するにあたって、直接これを扱うのではなく、次の命題に述べられている方程式
�%��3 に対して零解の検証を行えばよい。これについては、今後の課題と言えよう。

���������� ��	 次は同値である：

�� �� �)� � � (�
� ��	� ���' �'�� �%��%�

��

-

�
)

�

�
�

�
��������$�&� �� ����!�!

	 !� �

��
)

�

�
� � �%��3

ならば、�)� � � ��� �

,����� : 1 (�
� ��	�� (�

� ��	� を次で定義する：

: 1�

�
��������$�&� �� ����!�!

	 !� �

�

このとき、: は、コンパクトになり、8��+'	�� の択一定理 $�& により結論することが許される。

ここで、区間 �)�	�法についての定理を述べる。その前に、基本的な定理を１つ挙げておく。

' ���� ��� 
 を �� の有界凸な開集合とする。また、� 1 �� � �� を 
 上で微分可能
で、
 上で連続な関数とする。この時、��� ; � 
 に対して �6��� ; � ���� ���' �'��

6��� ; 1正則

��;� ��� � 6��� ;�; � �

' ���� ��) !%� � *	�+" ��������  �)�	� 	�����	� 
% は、���. で定義されているものと
する1


%�$�& 1� %�$�&� 
#$$




���

���
�$�&

�
� ��%�$�&

�
このとき、$�& �� � に対して、次のどちらかが成り立つ：

��


%�$�& � $�& �%��-

ならば、� の解は、
%�$�& で存在し、また、$�& で一意である。
��

$�& � 
%�$�& � � �%��.

ならば、� の解は、$�& には存在しない。

�4



,�����

�%��- のとき、
% 1� %�$�& とおく。また、前定理により 6���% � ���� は、 �� � $�& に対して存在し、ま
た、正則である。+ 1 $�&� �� を次で定義する：

+�� 1� �� 6���%����� �� � $�& �%��4

この + が $�& の中で、不動点を一意にもつことを示す。

+�� � ��6���%����% �6���%�����%� ���

� ��6���%����% � �%� �

� %� 
#$$




���

���
�$�&

�
� ��%

�
� 
%�$�& �� � $�&

よって、?�	�)�� の不動点定理により、

��	 � $�& ���' �'�� +��	 � �	

次に、不動点の一意性をいう。�	�� �
	
� � $�& を

�	� �� �	�� �
	
� � +��	�  �� � �� �

を満たすものとする。このとき、次が成り立つ：

� � ���	�� ���
	
� � 6��	�� �

	
���

	
�� �

	
�

これと、6��	�� �
	
� が、正則より、�

	
� � �	� が導かれる。これは、矛盾である。

�� � $�& で以上が
成り立つので、結局、

�� �	 � $�& ���' �'�� ���	 � �

�%��. のとき、
� の不動点が �		 � $�& であるとする。このとき、

�		 � +��		 � �		 �6��		�%�����		 � 
%�$�&

が成り立つ。これより、�%��. に矛盾する。

この定理より次が直ちにいえる。

' ���� ��, $�&��� は、������ � � で定義された区間ベクトル列とする。このとき、 ��� �

 ���' �'��


%�$�&���� � $�&����

ならば、

�� �	 � $�&���� ���' �'�� � の零点 �

��



さらに、集合

��$�&���� 1� 2��
��
���

$��&
������

は、入力データ ������������� に対応する �	������� 関数

�	��� � 1� ���	 � 2� �
��
���

�	���

を包み込む。

� 数値例

ここでは、第 � 節、第 % 節に基づいたアルゴリズムにより得た計算結果を述べる。計算には、
!@ AB CBD�D�!B � ��3-EFG、処理系は *��、また、区間演算には、精度保証計算ライブラ
リ ��	H� $-& を用いた。

問題
� 1� ��� <	 ��� < 
 �� とする。
与えられた有限個の入力データ ������������� ��� � � � � � ��  に対して、������������� が次の固有
値問題の固有値となるように�

���� ���� �� � �� �� �

� � � 	� ��

�	������� 関数を、

���� � 1� 2���� � �
��
���

������� �

の形で、再構成する。

数値例 	 � � % のとき、入力データ ��������：

�� � ��,�� %�� �.% ,%� ��. �� � %�,33 .-� 34� �,% �4�

� � %�43% ��� ��- -�� .�- �� � .���- %�% �., .�� %��

に対して、以下の条件で、�	������� 関数を再構成する。
= 再構成する ���� � の形： ���� � 1� �� � �� �	���� � � �	���� � �� �	���� �	����

= I�*	���'� � の補助 �	������� ： 2���� � 1� �	����

=  �)�	� 法の初期値 ： �� � ��� �� � �� � � � � %

= 順問題での分割数： �� � 方向に、それぞれ ��

= 順問題での有限要素空間の基底 ： � 上連続な区分的双１次多項式

��



結果 	

反復回数 % 回で、次の関数の集合の中に逆問題の解を一意に検証した。

��$�& 1� $������3--%%-3-,-.�� �����3--%,3�-��44&

� $ ��43.-%3��.�--3,�� ������,%��,4333�%& �	����

� $��������%-,-.4��,%� �������%-3�-�����& �	����

� $����--3-�-��%-.4-3� ���--3-�-������,�& �	���� �	����

次の図は、再構成された �	�������関数の断面 �� � �
�  における包み込みと近似解の様子を表す。
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図：� � �
� における包み込み �左と近似解 �右

数値例 � � � % のとき、入力データ ��������：

�� � ��-,� -�, %%4 ,44 ��� �� � %�,33 ..� �,� ,�% -%%

� � %�43� 4-� .-, 3,� �,� �� � .���- %�% �.4 3�� -4�

に対して、以下の条件で、�	������� 関数を再構成する。
= 再構成する ���� � の形： ���� � 1� �� � �� �	���� � � �	���� � �� �	���� �	����

= I�*	���'� � の補助 �	�������： 2���� � 1� �	������ � �	����

=  �)�	� 法の初期値 ： �� � ��� �� � �� � � � � %

= 順問題での分割数： �� � 方向に、それぞれ ��

= 順問題での有限要素空間の基底 ： � 上連続な区分的双１次多項式

結果 �

反復回数 � 回で、次の関数の集合の中に逆問題の解を一意に検証した。

��$�& 1� $������3�,��4-4,��3� �����3�,���,,�,.3&

� $�������,��.,�-�%�%� ������,��33-,��,�& �	����

� $ ��43.4�3%�,%,,4�.� ������-�,4�,3.�,�& �	����

� $ ��4����.%��--�-��� ���---3�,3�,%�%%�& �	���� �	����

次の図は、再構成された �	������� 関数の断面 �� � �� ��  における包み込みと近似解の様子を表
す。
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数値例 	 に対する注釈
これらの例で、再構成する �	������� 関数を

�� �	����� �	����� �	���� �	����

の線形結合としたのは、���� � を領域の重心について対称な関数な関数で 8	�����級数展開し、
その有限和をとったためである。

数値例 � 数値例１の入力データに対して、次の形で摂動を与える："$��& 1� $����� +��� ���� � +��&
"$��& �� � �� � � � � % を入力データとする。
数値例 � に対する注釈
現実的な問題では、計算機の打ち切り誤差や観測誤差などで、入力データが正確 �厳密 に表す
ことができないので、区間により入力データを与えた。この実験により、入力データの摂動に対
する逆固有値問題の解の感度解析ができる。

結果 �

次の表は、摂動 + とそのときの検証の成否を表す。

+ ��� ������� ������, ������ �����, �����

検証の成否 成功 成功 成功 成功 失敗 失敗

表：+ の値と検証の成否

次の表は、+ の値とそのときに検証できた区間の下限 ��� 1� ��5�$��& と上限 ��� 1� ����$��&

とその幅を表す。

��



�� + � ��� �数値例 �

�� �� �$��&�

$��& ������ 3-- %%- 3-, -.� ����� 3-- %,3 �-� �44 ����� �,% 4�� -%3 ..�

$��& ��43. -%3 ��. �-- 3,� ����� �,% ��, 433 3�% ���3� ,�- 4.- -.. 43�

$�& ������ ��% -,- .4� �,% ����� ��% -3� -�� ��� ���3% 3�4 ,�� ,4� �,-

$��& ����-- 3-� -�� %-. 4-3 ���-- 3-� -�� ��� �,� ���,, �%- %�3 3.� ��-

�� + � �������

�� �� �$��&�

$��& ������ .�� �4� �%- .�, ����� .�� �44 %%� ��� ����� 3�� �4� %4� 4�-

$��& ��43. �.. ��4 -�. ��3 ����� -�� .4% %�, 4,- ���3� %�� -3% -�- 3,�

$�& ������ --, .�4 �3, ..� ����� --, .%% .-% 3�� ���3, ,,� 3.� 4%� ,�3

$��& ����-. 4%� ��. 4.4 -�, ���-. 4%� �4. -�� 4�� ���,- ..% %�- -�� 3�4

�� + � ������,

�� �� �$��&�

$��& ������ �,� ��, 3�� ��4 ����� �,� �%% ��3 ,�, ����� ,�% %-4 3�- -,,

$��& ��433 -3� .�% .,� .�, ����� ��. �.4 �4� %�. ���33 %-3 �,% %�3 3��

$�& �����% �%3 ��4 3%- 4.� ����% �%3 ��, %,3 -�4 ���3. 34� ��, ��% -��

$��& ����.� �-� %4% ��, ,3� ���.� �-� %.� -%. -�- ���33 �%� 4-- --% �44

�� + � ������

�� �� �$��&�

$��& ������ %-� ��- 4�- 4�, ����� %-� ��3 ��� �%� ����� 4%3 3�% ��� �3.

$��& ��43, 44. 3.- %�� ,.- ����% ��� ��3 -�� 3-3 ���3. ��� 3%4 ��� �.4

$�& �����, ��� �%% 4�4 ��� ����, ��� �,� -%- --- ���-� �3� %4, 3.3 .�.

$��& ����., �.% 3�3 ,%� %-% ���., �.% 3�3 �33 3%4 ���-� ,34 �3� .�� ��%

数値例 � 数値例 １に対して、再構成すべき �	������� 関数を以下の様に変えてみた。

�� � � � �� � ��� � 数値例１と同じ 

��：���づつ変化させる。

ただし、与えた入力データは異なるが、それ以外の条件は、全て数値例１と同じである。

数値例 � に対する注釈
この例では、ホモトピー的に再構成する �	������� 関数を変えてみた。一般的に、再構成する

�	������� 関数の最大値 � �ノルム が大きいと再構成することが困難であるという事実がある。
� １次元のときで �
� 0 ���� となる � の再構成は難しい。$��&  また、� � � の再構成は、
���������� ��� に反するものであることに注意する。�� の値が小さくなれば、２番目と３番
目の固有値の差が小さくなり、再構成が困難になる。

結果 �

次の表は、�� の値と検証の成否、及び、検証にかかった反復回数を表す。

�%



�� 検証の成否 反復回数 ��� � ��

��% 失敗 � ���3

��3 成功 , ���%

��. 成功 % ����

��� 成功 % ��%�

��� 成功 % ��%.
���

���
���

���

��� 成功 % ��.�
���

���
���

���

��� 成功 3 ���4

��� 失敗 � ���-

表：�� の値と検証の成否

数値例 � 数値例１に対して、順問題の分割数を変えてみた。

結果 �

次の表は、順問題の分割数 2 と検証の成否を表す。

2 �� �, �� �,

検証の成否 失敗 失敗 成功 成功

表：2 の値と検証の成否

次の表は、2 � �, のときに検証できた区間の下限 ��� 1� ��5�$��& と上限 ��� 1� ����$��& を
表す。

�� ��

$��& �����- 344 -4� 4%4 3�% ����- 344 -4� 4%4 3�%

$��& ��4-. 4�� -,, 4�� 3�4 ����� �-. �%% �33 �.�

$�& ������ 4., ,%% 3%- ��� ����� 4., ,%% 3%- ���

$��& ����,% ��� �43 3.� ��� ���,% ��� �43 3.� ���

次の表は、2 � ��� �, のときに検証できた区間幅 �$��&� を表す。

2 � �� 2 � �,

�$��&� ����� �,% 4�� -%3 ..� ����, �44 ,.� .44 ��.

�$��&� ���3� ,�- 4.- -.. 43� ���%� �,3 %.. ��� -3�

�$�&� ���3% 3�4 ,�� ,4� �,- ���%� 4-� �.4 �4% %�-

�$��&� ���,, �%- %�3 3.� ��- ����. 3%% -4� �3� %3�

表：�� 分割と �, 分割のときの区間幅の比較

�,



� 結論

数値例 	(�で、２次元の逆固有値問題に対しても、本論文で与えた定式化で �	�������関数を再
構成することに成功した。これにより、本論文で与えた定式化の妥当性を確かめることができた。
数値例 �より、再構成される �	������� 関数は、入力データに対して敏感であることがわかった。
また、大きな摂動に対しては、再構成に失敗した。数値例 � より �
� 0 ��� となる � の再構
成に失敗している。また、入力データ ������������� に対して、��� � ����� の値が小さいとき、再
構成が難しくなり、この数値例では、��� � ����� � ���3 の時に、再構成に失敗している。数値例
� により検証できた区間の大きさは >� �

��  のオーダーになっていることがわかった。これは、順
問題で、固有値を包み込む区間幅と同じオーダーであることがわかった。また、分割数が ��より
少ないとき、検証に失敗してる。
しかし、これらは、高次要素による � +��������� 誤差評価を用いた順問題の検証や順問題を検
証するときの分割数を増やすなどすれば、改善されるであろう。

� 今後の課題

本論文では、２次元の逆固有値問題の精度保証付き計算に関して、その定式化を与え、基本的
な数値的検証例を与えた。しかし、２次元の逆固有値問題を扱う上で、幾つかの課題が残ってい
る。たとえば、

��高次要素、� +��������� 誤差評価を用いた、順問題の数値的検証
�� /��	
��� の導出の際に導かれた偏微分方程式に対する数値的検証法の定式化とその実現
�� �	������� 関数の基底に高次のスプライン関数を用いるなど、種々の数値実験的考察

等が挙げられる。１に対しては、本論文では、計算コストの面で行っていない。しかし、１の実
行により、順問題をより精度良く解けることは確かである。２に対しては、8��+'	�� の択一定理
により、�%��3 の零解の存在を数値的に検証できればよいことがわかった。�%��3 の零解の存在
を検証するための定式化とその実現が今後の課題である。３に対しては、より多様な �	������� 関
数を再構成するために不可欠なことであろう。これにより、調和振動子における �	������� 関数の
再構成など、理学及び工学において現実的な問題に適用することが可能になるであろう。
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� 付録：ベクトル �� � の選び方

ここでは、第４節で述べた、�%���� �%��% を満たすベクトル ��	 の選び方を述べる。

作用素 3 1 (�
� �� 	 � � (�

� �� 	 � は、�%�4 で与えられるものとし、�>�� を次を満たす、
空間 �� 	� の基底とする：

>� 1�

�
*�

�

�
� " � �� � � � � 2 �2 1� ��%���

>��� 1�

�
�

�

�

また、� �� � 0で、空間 (�
� ��	�の内積をあらわす。即ち、$� 1� ���� �� � (

�
� ��	� �� � �� �

に対して、

� $�� $� 0� ���� ��	�

�

� ����

とする。

� の選び方

簡単な計算より、

3 �� � 2��� � �- � ,�1 ��

� $- � 1 ���&��� ,�1 �� � $- � ,�&1 ��

となるので、有限次元部分に関しては、つまり、ベクトル �������������� については、

,�3 �� � $- � 1
���&��� ,�1 �� 
 �

��
���

$�� &*�� $����& �I��

なる区間ベクトル $� & 1� �$��&� � � � � $����&
� を求めて、

�� 1� �$�� &�� " � �� � � � � 2 � �

とおけばよい。�&�� より、

$- � 1 ���&�,�3 �� � ,�1 ��

となり、区間ベクトル $� & を求めるために、次の集合 � が分かればよい：

� 1�
�
� 1� �

��
���

$�� &*�� $����& � �� 	�
���

� ,�$- � 1
���&���>� 0�� ,�1 ���>� 0� �� � �� � � � � 2 � �

�
�I��

�&�� の条件式の左辺は、

�-



� ,�$- � 1
���&���>� 0 �

��
���

$�� &���*���*�
� � ��� � ���*� � *�
��

� $����&����� *�
� �� � � � 2

� ,�$- � 1
���&���>��� 0 �

��
���

$�� &�������� *�
��

となり、同様に右辺は、

� ,��1 ���>� 0 � ����� � �� *�
� � �������*�
� �� � � � 2

� ,��1 ���>��� 0 �


	
���� ���� � �

よって、集合 � を求めるために、行列 8 1� �!��������������� を次で定義する：

!�� 1� ��*���*�
� � ��� � ���*� � *�
� ��� " � �� � � � � 2

!� ��� 1� ������ *�
� �� � �� � � � � 2

!��� � 1� ������� *�
� �" � �� � � � � 2

!��� ��� 1� �

また、区間ベクトル $�& 1� �$���� ��&����������� で定義する。ただし、各 �� は、

�� 1�
���#���� � �� *�$
�

� �������*�
�

���
���� 1�

����
	
���� ���� � �����

である。このとき、区間ベクトル $� & は、

$� & � 8��$�&

で求められる。また、無限次元部分に関しては、簡単な計算より、

�- � ,�3 ��	�

�
�� � �������� � ����
�

を得るので、

���� 1� �������� � ����
�

とすればよい。

����� � ここで、述べた擬  �)�	� 法における、/��	
��� にあたる行列 8 は、必ずしも正確
なものである必要はなく、近似的なものでよい。つまり、� 1� ��$�& に対して 8 を作る必要はな
く、� を ��%�$�& に置き換えて、8 を作ればよい。

�.



	 の選び方

先の � のときと同様に、簡単な計算より、 �$�� $� � 4 	 ; に対して、

3 ��$�$� � 2 �
��$�$� � $- � ,�&1

��$�?�

� $- � 1 ���&��� ,��1
��$�$� � 1

���,�$� � �- � ,�1
��$�$�

を得る。有限次元部分に関しては、つまり、ベクトル �	������������ については、

,�3
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��$�$� � 1

���,�$� 
 �
��
���

$	� &*�� $	���& �I��

なる区間ベクトル $	& 1� �$	�&� � � � � $	���&
� を求めて、

	� 1� �$	� &�� " � �� � � � � 2 � �

とおけばよい。�&�� より、

$- � 1 ���&�,�3 �$�$� � ,��1
��$�$� � 1

���,�$�

となり、区間ベクトル $	& を求めるために、次の集合 	 が分かればよい：

	 1�
�
; 1� �

��
���

$	�&*� � $	���& � �� 	�
���

� ,�$- � 1
���&�;�>� 0�� ,��1

��$�$� � 1
���,�$��>� 0�

�$�� $� � 4 	 ; �� � �� � � � � 2 � �
�

�I�%

�&�% の条件式の左辺は、� の時と同様にできる。また、右辺は、

� ,��1
��$�$� � 1

���,�$��>� 0 �


	
����� � ��- � ,�����*� ����
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����� � �����*� ���� �� � � � 2

� ,��1
��$�$� � 1
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となる。よって、集合 	 を求めるために、区間ベクトル $�& 1� �$���� ��&����������� を定義する。
また、各 �� は、次で与えられるものとする：

�� 1�

����
	
����� � ��- � ,���� � ���� � �����*� ��������

���� 1�

�����
	
���� ���� � �
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このとき、区間ベクトル $	& は、

$	& � 8��$�&
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で求められる。また、無限次元部分に関しては、簡単な計算より、

�- � ,�3
��$�$�	�

�
�� � �������� � �� � ��� � ����� � ���
�

を得るので、

	��� 1� ���� ���
�����������

���� � �� � ��� � ����� � ���
�

とおけばよい。
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