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一般化固有値問題における絶対値最大固有値の精度保証付き評価を行うのが本論文の目
的である．これは高次の行列に関しては理論的に行うのが困難であるので，コンピュータ
を用いて数値計算することを考える．コンピュータによる一般化固有値問題の解法は既に
存在しているが，それらは一般に近似計算であり，その結果は厳密には正しいとは言えな
い．そこで，演算の結果を常に包含する区間演算を用い，厳密に精度保証された計算を行
う方法を開発する．これを用いれば，非線形偏微分方程式をはじめとする関数方程式の解
に対する数値的検証法の過程で必要となる構成的誤差評価が可能となる．本論文では，既
存の精度保証付き解法２つと，それを改良した２つの方法をコンピュータ上に実装して性
能評価を行い新たな知見を得た．さらに応用として ��	
��方程式の有限要素解に対する

 ���	��誤差評価定数を厳密に算定した．

� 研究の背景

関数方程式の数値的検証において，一般化固有値問題の評価が必要となる過程を述べ
る．
まず，与えられた偏微分方程式を不動点問題に書き換える．

� � � ���� � � �

ここに，� は無限次元関数空間であり， � はその上のコンパクト写像である．不動点定
理により，空でない集合 � � � が存在して以下の包含関係が成り立てば，多くの場合に
おいて解の存在を確認できる．

� ��� � �� � ��� � �� ����� � ��

��を� のパラメータ � �� � � � ��に依存する有限次元部分空間とし， ��を� から
��への ��	�����	�とする．これを用いて上の包含関係を有限次元部分と無限次元部分に
分ける．

��� ��� � ���

�	 � ���� ��� � �	 � ����

	 は恒等写像である．前者は有限次元なのでコンピュータで計算可能である．後者は無限
次元なので，十分条件である下式を考える．
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が成立するとする． 
 は� � 
 なる関数空間， � は� から 
 への有界連続な非線形
写続である．すると ���式の代わりに

���� ���
���

������� � ���
���

��	 � ������
を考えれば良いことになる．これは評価可能である．
仮定 ���における定数算定は一般化固有値問題へ帰着することが可能なことを述べる．
��
� 
�を��� 上の連続な双一次形式， �
� 
�を 
 上の内積とする．さらに ��
� 
�は次

の性質を持つと仮定する． � の値域に属する任意の � � 
 に対して，

���� 
� � ��� 
�� 	
 � �

を満たす � � � が存在する．対応 � �
 �を � � ��で表す． � は � ��� � �����と書
ける．また � の値域に属する �に対しては � � ��と書くことにする．
ここで，

��� ����� � ��������� ������
は評価可能であると仮定する ���������．
��を 
 から��への ��	�����	�とする． ��	�����	�の性質より，各 � � 
 に対して

以下を満たす �が存在する．
������ � ���� ��� �

�� � ����� � ���� �	� �
また，��上の線形作用素 ��が存在して，

��� � �����

以上のことから，

���� ������ � �� � ����� � ���� � ������
� ���� �	� � � ��	 � ���������
� ���� �	� � � ����� ��� �
�

�
� � ������

ただし �は以下を満たす正の定数．
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よって，
���� � �����

�
� � ��

また， ��	�����	�の性質から，

�������� ���� � �������
なので，

� � �� � ���
���

����������
�������

右辺は有限次元の問題であり，行列の一般化固有値問題 �最大固有値�に帰着される．
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� 一般化固有値問題

一般化固有値問題，

�� � ���

� � ��

� � �� �対称行列

� � �� �対称�正定値な行列

の絶対値最大固有値を評価したい．これを書き換えると，

� � ���
��	�

������

��

�
��

�����
となる．この � の評価を行う．
精度保証を行わない固有値問題の近似解法としては，二分法，��法などがある ������．

� 精度保証付き解法

具体的な精度保証付き最大固有値の評価法について述べる．

��� 区間演算

コンピュータによる浮動小数点演算に伴う丸め誤差を回避するため，区間演算を用いる
ことが提案されている．これは数を区間で表現し，演算ごとに誤差を包み込む手法であ
る．ただし区間演算は浮動小数点演算に比べて計算コストがかかるという問題がある．
区間� � ��� ��� 
 � ��� ��に対して演算を以下の様に定める．
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 � ��� �� �� ��

� � 
 � � ������ ��� ��� ���� ������� ��� ��� ����
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��
 � � � ���
 �

実際にコンピュータ上では誤差を包み込むために !��操作を行う．足し算の場合．

��� � ��� �� �� ���

�� � � コンピュータ上で表現可能な�� �より小さく，最も近い浮動小数点

�� � � コンピュータ上で表現可能な�� �より大きく，最も近い浮動小数点

例えば "	���
� ��では， #$%&$�'関数を用いることで可能になる．
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��� 近似対角化法

最大固有値の精度保証付き評価法の一つ目，近似対角化法 �%���	(� 
�� )�
*	�
+�,
-
��	� .��/	0�������の概要を述べる．まず一般化固有値問題を通常の固有値問題に直す．
それから近似的な対角化を行い，最後にノルムの定義から絶対値最大固有値を評価する．
まずアルゴリズムを述べる．（アルゴリズムに関する注釈を参照）

アルゴリズム��	


�� 1/	+��
2分解 � � ��
 を行う �3����4
+�

�� � � ������
 を計算する �3����4
+�

�� 近似対角化行列として， � の固有ベクトルを並べた行列 5� を計算する �"+	
���*�

�� �� � 5� 
� 5� � �� � � 5�

 5� ���を計算する �3����4
+�

6� ����� � ��� ����� � ��を計算する �3����4
+�

7� � � �� � �� �3����4
+�

アルゴリズムに関する注釈

� アルゴリズム中の "+	
���*は浮動小数点演算であり近似的な計算である． 3����4
+
は区間演算による厳密な計算である．

� 行列のうち � の様にチルダが付いていない行列は各要素が区間であるような行列，
区間行列である． 5� のようにチルダ付きのものは近似計算により算出されたもの
で，通常の行列である．

� 区間行列に対して浮動小数点演算する場合は各要素の中点をとった行列を用いる

� 近似的な固有値，固有ベクトルの算出には既知の方法を用いる．

アルゴリズムの証明を述べる．

��
��
� � 一般化固有値問題の絶対値最大固有値 � は，アルゴリズム %).の ��8�� に
よって，

� � �� � ��

で評価される．
������ �8� は区間行列だが， �はその中で対称なもの， � は対称で正定値なものだ

けを考える．
� は対称で正定値なので以下の様に 1/	+��
2分解可能である �����．

� � ��
 � � � 下三角行列

�



評価したい値を � とすると， � � ��
 より，

� � ���
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�
��

����� � �����	�

������

������
�

�
�

�����
ここまでが通常の固有値問題に直す過程である．
� � ������
 とおく． � の近似的に計算した固有ベクトルを並べた行列，近似対角

化行列を 5� とすると，
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��	�

������

������
�

�
 �

����� � �����	�

������

 5� 
� 5��

�
 5� 
 5��

�����
となる．これは，

���
��	�

������

 5� 
� 5��

�
 5� 
 5��

����� � � 5� 
� 5��� � �� 5� 
 5� �����

である．ここで，行列のノルムの定義は，

���
 � ���
� ���

����

���


である．また対称な� に対して一般に，

���� � ����

が成り立ち ��������，さらに，

���� �  
(
�

��
���

���� �

である �����．よって行列の �ノルムは定数で押さえられ，

� � �� � ��

を得る． □

近似対角化法では区間演算で 1/	+��
2分解を行うため，計算コストの上で不利である．
その上，行列の優対角性の度合い�が弱い場合は 1/	+��
2分解そのものが失敗する場合
もある．これは区間演算を繰り返すうちに区間幅が拡大し，区間内に �を含むようにな
り，除算が不可能になるからである．この点を改めたのが次節の改良・近似対角化法であ
る．

�本論文において優対角性の度合いが強いと言う場合は，行列の対角成分が非対角成分に比べて大きいと
いうことである．弱いと言う場合は小さいということである．行列は優対角であるとは限らない．
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��� 改良・近似対角化法

改良・近似対角化法 �%���	(� 
�� )�
*	�
+�,
��	� .��/	0-%04
���0�は近似対角化
法を一部改めたものである．近似対角化行列は近似的に求めるだけで良い点に着目し，
1/	+��
2分解を近似計算に置き換え，全体を整えた．

アルゴリズム��	
��

�� 1/	+��
2分解 � � 5� 5�
 を行う �"+	
���*�

�� 5���� 5��
 を計算する �"+	
���*�

�� 近似対角化行列として， 5���� 5��
 の固有ベクトルを並べた行列 5� を計算する �"+	
�-
��*�

�� 5� � 5� 
 5��� を計算する �"+	
���*�

6� �� � 5�� 5� 
 � �� � � 5�� 5�

 ���を計算する �3����4
+�

7� ����� � ��� ����� � ��を計算する �3����4
+�

9� � � �� � �� �3����4
+�

��
��
� � 一般化固有値問題の絶対値最大固有値 � は，アルゴリズム %).-%の ��8��
によって，

� � �� � ��

で評価される．
������ �8� は区間行列だが， �はその中で対称なもの， � は対称で正定値なものだ

けを考える．
� の各要素の中点をとった行列を近似的に 1/	+��
2分解したものを 5� とする．

� � 5� 5�


評価する値を � とすると，

� � ���
��	�

������

��

�
��

����� � �����	�

������

 5���� 5��
�

�
 5���� 5��
�

�����
5���� 5��
 の近似対角化行列を 5� とすると，

���
��	�

������

 5���� 5��
�

�
 5���� 5��
�

����� � �����	�

������

 5� 
 5���� 5��
 5��

�
 5� 
 5���� 5��
 5��

�����
となる．これは，

���
��	�

������

 5� 
 5���� 5��
 5��

�
 5� 
 5���� 5��
 5��

����� � � 5� 
 5���� 5��
 5��� � �� 5� 
 5���� 5��
 5� �����
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と書ける．よって近似対角化法と同様に，

� � �� � ��

を得る． □

改良・近似対角化法は，近似対角化法や &� �の方法 �後述�のように区間演算による
1/	+��
2分解をする必要が無く，したがってそれらの方法に比べて区間拡大による計算
の破綻が起こりにくい．また一般化 &� �法 �後述�のように適当なパラメータを設定す
る必要が無いという利点もある．

��� ����の方法

&� �の方法 �&� �:� .��/	0����������は，近似対角化法と同じく，一般化固有値問
題を通常の固有値問題に直す．それから最大固有値を近似計算し，真の値を上回ることを
期待して僅かに膨らませる．数ステップの処理の後，定理を用いて評価する．

アルゴリズム��


�� 1/	+��
2分解 � � ��
 を行う �3����4
+�

�� � � ������
 を計算する �3����4
+�

�� � の近似 5 を計算する �"+	
���*�

�� 適当に選んだ小さな ! " �に対して  � �� � !� 5 とする �3����4
+�

6� �� � �� �  	� �� � � �  	 を計算する． 	 は単位行列 �3����4
+�

7� 1/	+��
2分解�� � 5��
5�

� � �� � 5��

5�

� を行う �"+	
���*�

9� �� � ��� � 5��
5�

� ��� �� � ��� � 5��

5�

� �� をノルムの定義から計算する �3����4
+�

�� � �  � 
(���� ��� �3����4
+�

��
��
� � 一般化固有値問題の絶対値最大固有値 � は，アルゴリズム &.の  8��8��
によって，

� �  � 
(���� ���

で評価される．
������ �8� は区間行列だが， �はその中で対称なもの， � は対称で正定値なものだ

けを考える．
��8�� の定義より， �
� � �なる 	� � ��に対して，����
 ��� �  	 � 5��

5�

� ��

��� � ��

����
 �� �  	 � 5��
5�

� ��

��� � ��
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5��
5�

� 8 5��

5�

� は正定値なので，

� � �� � �
�� �  � ��

となる．よって，
� �  � 
(���� ���

を得る． □

&� �の方法では近似対角化法と同じく，区間演算による 1/	+��
2分解を行うことに
よる区間拡大の恐れがある．だたし，これは通常の固有値問題の為のアルゴリズムを一般
化固有値問題に適用したからであり，通常の固有値問題に適用するには優れたアルゴリズ
ムである．
�が正定値の場合，アルゴリズム中の��に関する手順は省略可能である．

��� 一般化����法

一般化 &� �法 �;����
+�,�0 &� �:� .��/	0�は &� �の方法をもとに，区間演算
による 1/	+��
2分解を回避した方法である．

アルゴリズム���


�� 1/	+��
2分解 � � 5� 5�
 を行う �"+	
���*�

�� 5� � 5���� 5��
 を計算する �"+	
���*�

�� � の近似 5 を計算する �"+	
���*�

�� 適当に選んだ小さな ! " �に対して  � �� � !� 5 とする �3����4
+�

6� もしも，�� �  ���� �� �  ���が正定値なら， � �  �確認には後述する正
定値判定法を用いる�

��
��
� � 一般化固有値問題の絶対値最大固有値 � は，アルゴリズム ;&.の  によっ
て，

� �  

で評価される．
������ �8� は区間行列だが， �はその中で対称なもの， � は対称で正定値なものだ

けを考える．
��8�� は正定値であると仮定する． � の定義より，

 � � � ���
��	�

������

 � � � ���

�
��

�����
��8��8� は正定値なので， � �  を得る． □

�



一般化 &� �法の特徴は計算コストに優れることである．正定値判定まで考慮に入れ
ても他のものよりも優れている．ただしアルゴリズムの ��での !及び，正定値判定の !

の２つのパラメータは慎重に選ぶ必要がある．
�が正定値の場合， &� �の方法と同じようにアルゴリズム中の��に関する手順は

省略可能である．

正定値判定法

アルゴリズム ;&.で必要になる正定値判定法 �<���=�
��	� 	� >	����4� )�=��������������
を述べる．� を判定する行列とする．

アルゴリズム���	

�� � の最小固有値 5#を計算する �"+	
���*�

�� 適当に選んだ � � ! � �に対して # � ��� !�5#を計算する �3����4
+�

�� � � #	 を計算する �3����4
+�

�� 1/	+��
2分解� � #	 � 5$ 5$
 を行う �"+	
���*�

6� � 5$ 5$
 � �� � #	��� � %をノルムの定義から計算する �3����4
+�

7� #� % " �なら正定値

��
��
� � 行列� は，アルゴリズム <>)の #8%が，

#� % " �

を満たせば正定値である．
������ #� % " �と仮定． %の定義より， �
� � �なる 	� � ��に対して，

����
 � 5$ 5$
 �� � #	��
��� � %

5$ 5$
 は正定値なので，
�
�� � #� %

仮定より� は正定値を得る． □

� 各手法の評価

�節で述べた各手法を比較評価する．用いるソフトウェア，評価の方法，結果について
述べる．

�



��� 精度保証演算ソフトウェア������

精度保証付きの演算である区間演算を行うため， >&?"3@を用いる．これは >1やワー
クステーション上で使用可能な 1��の高速な区間演算ライブラリである．区間の四則演
算及び，区間ベクトルや区間行列の演算，区間演算による連立方程式の解法などが使用可
能である．性能評価等は �9�で為されている．

��� 評価の方法

�節で述べた各手法を比較評価する為のテスト問題の生成方法について述べる．以下の
手順で一般化固有値問題を作る．

行列の生成手順

�� ��� 
 
 
 � �� � �個の固有値をランダムに定める
�� 
 � �� をランダムに定める

�� � � �

����
を計算する �3����4
+�

�� & � 	 � ���
 を計算する �3����4
+�
6� ' � ���� をランダムな下三角行列に定める

7� ( �

�
����

�� �
� � �

� ��

�
���� とする

9� � � '&
(&'
 � � � ''
 を計算する �3����4
+�

���������� � 上の手順で生成された一般化固有値問題は， ��� 
 
 
 � ��を固有値に持つ．
������ 一般化固有値問題，

�� � ���

は，
'&
(&'
� � �''
�

と書ける．左側から'��，右側から'�
 を掛けると，

&
(& � ��

となる．また& は直行行列なので，左側から&�
，右側から&�� を掛けると

(� � ��

となるからである． □

この方法の最大の利点は，問題をランダムに生成していながら，あらかじめ固有値を知
ることの出来る点である．また，手順の 6�で'を定めるとき対角成分と非対角成分の比
を調整することで， � の優対角性の度合いを変えることが出来る．また， � の条件数を
知ることも出来る．

��



��� 数値実験と結果の考察

���の方法を用いて作ったテスト問題に各方法を適用した結果を，数値結果を交えて述
べる． ���の手順 6�の'は，下三角部分の対角成分以外の要素は��～ �のランダムな値
とする．また固有値は��～ �のランダムな値とする．（絶対値最大固有値は �に近い値
になる）
計算には "������ �����-�A$， ?�は �	+
������，処理系は *��を用いた．

結果 �!"��#
�$%分解の成否&

'の対角成分を変化させ優対角性の度合いを変えたときの，区間演算による 1/	+��
2
分解を行った場合の成否．優対角性の度合いによるアルゴリズムの利用範囲を調査する為
に行った． � � ���．

'の対角成分 成功回数 ���回中�

�～ � �

�～ � �

�)6～ �)6 ��

�～ � ��

�～ 6 ��

考察

この結果から，優対角性の度合いがかなり弱い場合は，近似対角化法や &� �の方法
は利用出来ない．

結果 �!絶対値最大固有値の精度保証付き計算 �優対角性の度合い�弱&

実行条件

� 'の対角成分は �～ �

� &� �の方法の ! � ����

� 一般化 &� �法の ! � ����

� 正定値判定法の ! � ����

� � � ���

��



最大固有値 ���6��76���9��76

二分法による近似計算 ���6��76���9��76

1>B �� �

近似対角化法 ����9���6999���� �����

改良・近似対角化法 ���6��76���9�696 7���

&� �の方法 ���6�6����6�7�76 ����

一般化 &� �法 ���6���7�7������ ����

考察

'の対角要素が �～ �や �～ �程ではないが，優対角性の度合いが弱い場合．区間演
算による 1/	+��
2分解の誤差の影響で，近似対角化法や &� �の方法は良い結果が得ら
れない．このケースでは改良・近似対角化法が最も良い結果となった．

結果 �!絶対値最大固有値の精度保証付き計算 �優対角性の度合い�強&

実行条件

� 'の対角成分は 6～ 7

� &� �の方法の ! � ����

� 一般化 &� �法の ! � ����

� 正定値判定法の ! � ����

� � � ���

最大固有値 ��������������9�

二分法による近似計算 ��������������9�

1>B �� �

近似対角化法 ���������������� �����

改良・近似対角化法 ������������696� 9���

&� �の方法 ��������6��9�7�� ����

一般化 &� �法 ��������������9� ����

考察

'の対角要素が 6～ 7であるような優対角性の度合いが強い場合．どの手法も良い結
果が得られた．'の対角要素をこれ以上大きくした場合も同じ様な結果が得られた．
改良・近似対角化法が精度の上では最も良い値だが，一般化 &� �法は計算コストの

面で有利である．パラメータの設定次第では &� �の方法や一般化 &� �法はもっと良
い値が得られる可能性がある．

��



結果 �!絶対値最大固有値の精度保証付き計算 �大規模行列&

実行条件

� 'の対角成分は �～ ��

� 一般化 &� �法の ! � ����

� 正定値判定法の ! � ����

� � � ����

最大固有値 �����7���6��97��

二分法による近似計算 �����7���6��97��

1>B �� �

一般化 &� �法 �����7���7�7�7�� �������

考察

大規模な行列の場合．一般化 &� �法以外の方法は計算コストがかかり過ぎるので試
みていない．この数値実験は現段階で計算コスト上の実用的な限界と考えられるものにつ
いての実行結果である．

� ���	
�方程式の � 
�����誤差評価への応用

���で最も良い結果となった一般化 &� �法を， ��	
��方程式の 
 ���	��誤差評価へ応
用する．まず， ��	
��方程式の有限要素解に対する構成的 
 ���	��誤差評価が得られる
ことを示し，数値結果を述べる．

��� � ���'�(��� 

次の同次境界条件を持つ ��	
��問題を考える�
	

�


�
�*C���+ � � �� D�

0�4 � � � �� D�

� � � 	� ,D)

���

領域 D は 3&� の凸多角形， � � ���� ���

 8 � � ���� ���


 は �次元ベクトル値関数8 * " �

である．-��D�を通常の .次 �	E	+�4空間とし，関数空間を以下で定義する．

-�
� �D� � �
 � -��D� F 
 � � 	� ,D��

/�
��D� � �
 � /��D� F



�

 0� 0� � ���

� � -�
� �D�

� � /�
��D�)

��



さらに � 
� 
 � を D 上の /�-内積とし， �	� を以下で定める．

� 
 �� � /��D�-�	� 8 �
��� �


�

� 0�0�)

� 
 �� � -�
� �D�-�� ��	� 8 �
�� � ��
��)

このとき， � � � 上の E�+���
� �	� � を

�� ��� +�� �
� 1� � � *�����
 �� � +� 0�4 
 �� � 1� 0�4� � ��� +�� �
� 1� � �) ���

で定義するとき， ��	
��方程式 ��� は次の同値な問題に置き換えられる �

=�0 ��� +� � � ���/ �/
�

�� ��� +�� �
� 1� � � � �� 
 � 	�
� 1� � �)
�6�

一般に， �6� は � 内に一意解を持つ．
また， ����の議論から，任意の ��� +� � � に対し

!��� +� � ���

�������
��������

����� +�� �
� 1��
�
�� � �1��

とおくとき，次の評価が成り立つ �	
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�

���� �
�
�

*�
�
�

 �

� �
�

!��� +��

�+�� �
�
�

 
�

*

 �

�
!��� +�)

�7�

ここで，  " �は領域 Dにのみ依存する定数であり，数値的に算定可能であるとする．

実際， Dが正方領域の場合は �� � �)7��，また，正 �角形のときは
�

 
�

�
�

�� ����2���
となる ���� �7���

��� 有限要素解と ) ������誤差評価

�6�の有限要素近似解に対し， �7�の評価を用いた真の解と離散解との定量的 
 ���	��
な誤差評価を導く．まず，有限要素近似空間を設定する．
��を領域 D � 3&� の三角形または四角形分割， �を �� の ��
+� �
�
 ����とする．

� " � は領域の分割幅を通常表す．次に，�� � -�
� �D� � ��GD�を速度場 �の各成分を近

似する有限要素部分空間， 
� � /�
��D� � ��GD�を圧力場 + を近似する有限要素部分空間

とする．

��



続いて，無限次元空間から有限次元空間への ��	�����	�を定義する． ��は /��D� か
ら �� への /�-��	�����	�， �� を -�

� �D� から �� への -�
� �D�-��	�����	�とする．

�6�の離散解は次で与える �

=�0 ���� +�� � ��
� � 
� ���/ �/
�

�� ���� +��� �
�� 1�� � � � �� 
� � 	�
�� 1�� � ��
� � 
�)

�9�

また，�� の近似性として次を仮定する �

���
����

�
 � 3�� � ����
�� 	
 � -�
� �D� �-��D�) ���

ただし， �� は数値的に算定可能な正定数， � 
 �は D上の-�-�� ��	� とする．仮定 ���
は，一般の有限要素空間で成立することが知られている．また， �� が数値的に決めら
れるような��の例は多い．例えば， �次元の区分 �次要素の空間では �� � ��2とな
る ������．また， �次元の区分 �次要素のテンソル積として定義される �次元矩形要素で
は，一様メッシュの場合 �� � ����2�となり �����，また，三角形一様分割の区分 �次要
素では �� � �)�� となることがいえる．
��� から， ��	�����	�の性質と %�E��-#����/�:� ����
を用いると， 	
 � -�

� �D�8 
� �

��
 とおくと，以下の不等式が成立する �

�
 � 
��� � ����
��) ���

ここで， �6�の解 ��� +� と �9�の有限要素解 ���� +�� の誤差を�
4� � �� ��
5� � +� +�

とおくと，

���4�� 5��� �
� 1�� � *����� ������
 � 3�� �� � +� +��0�4 �
 � 3�� � � � 1�0�4 �� �

が各 �
� 1� � �8 3� � ��
� について成立する．ここで， 3�を 
 � �
�� 
��


 の各成分の-�
� -

��	�����	�として

� � ���
�� ��
��




とおけば，-�
� -��	�����	�の性質より

���4�� 5��� �
� 1�� � *������
 � 
�� �� � +� +��0�4 �
 � 
�� � � � 1� 0�4 �� �

が成り立つ．従って， ;����の公式， ��/H
�,の不等式， ���より，

���4�� 5��� �
� 1�� � � � ��+�� 
 � 
� �� � 1�0�4 �� �
� �� ��+������ �
�� � �1�� �0�4 ����
� ������ ��+��� � �0�4���� ���
�� � �1���

を得る．以上より，次の +�  
が成立する．
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�
��) � � �� 	�
� 1� � �8
���4�� 5��� �
� 1��
�
�� � �1�� � ����� ��+��� � �0�4����)

次に， � � /��D��に対し， ��� � ��
� を成分毎の /�-��	�����	�として

��� � ������ �����



で定義する．このとき， /�-��	�����	�の性質から

�� � ��� ��� � �� ��� � ���� ���� ����

が成り立つことから，ある � � � � 2��を用いることで， ���� �� と �� � ��� ��は
� ���� �� � �� �� ��� ��
�� � ��� �� � �� �� �	� �)

����

と書ける．
次に，定数6�8 6�が � に依らずに決まり，

�0�4 ���� � 6����� ��� ����

� � �+� � ��� �� � 6����� ��) ����

を満たすと仮定する．具体的な6�86� の構成方法は小節 6��で考察する．このとき， ��	
��
方程式に対する 
 ���	��評価が以下のように成り立つ．

��
��
� * !) ������ 
���� 
����)�
& 	� � /��D��8

	




�





�
��� ���� �

�
�

*�
�
�

 �

� �
�

���� �� ���

�+� +��� �
�
�

 
�

*

 �

�
���� �� ���

����

H/���

���� �
�
����6� �6��� � ������) ��6�

証明は ������．

��� 定数6�+ 6� の評価

����8 ����を満足する定数6�8 6� の評価方法を述べる．これらの定数が数値的に評価
可能であれば， ��6�によって ����が求まり，定量的な 
 ���	��誤差評価が可能となる．
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まず，有限要素空間��8 
�の次元をそれぞれ �8 �とし，基底をそれぞれ ���������8
�7������� で定義する．このとき，実係数 ����	� ������8 ����	� ������ および ��������� に
よって，有限要素近似解 �� � ��

��	
� � �

��	
� �


 � ��
�8 +� � 
�は

�
��	
� �

��
���

�
��	
� ���

�
��	
� �

��
���

�
��	
� ���

+� �
��
���

��7�)

と一意に表現される．従って， �9�は
	










�











�

��
���

�
��	
� �������� ��

��
���

�� �7��
,��
,�
� � � ��� �� � � � 8 � ��

��
���

�
��	
� �������� ��

��
���

�� �7��
,��
,�
� � � ��� �� � � � 8 � ��

�
��
���

�
��	
� �7��

,��
,�
��

��
���

�
��	
� �7��

,��
,�
� � � � � 8 � �)

��7�

を満たす ����	� �8 ����	� �8 ����を求めることと同値となる．
ここで，ベクトルを以下で定義する �

)� � ��
��	
� � �

��	
� � ) ) ) � ���	� �����

)� � ��
��	
� � �

��	
� � ) ) ) � ���	� �����

) � �)��)�������

, � ���� ��� ) ) ) � �������

-� � � � � ��	� �� �� � �
��	� �� �� ) ) ) � � �

��	� �� � �


����

-� � � � � ��	� �� �� � �
��	� �� �� ) ) ) � � �

��	� �� � �


����

- �

�
-�
-�

�
����

)

さらに，行列を以下で定義する �

�(���� � �������� �����

( �

�
(� �

� (�

�
�����

�

������ � �7��
,��
,�
� � �� ,7�

,�
� �� �

���
�
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������ � �7��
,��
,�
� � �� ,7�

,�
� �� �

���

�

� � ��� ������� �

$ �

�
( ��


�� �

�
���
�	����
�	

)

以上の定義により， ��7�は連立 �次方程式

$

�
)


,


�
�

�
-

�

�
) ��9�

に帰着される．さらに，$の可逆性を仮定し，逆行列$��を

$�� �

�
$� $


�

$� $�

�
���
�	����
�	

�

の形に分解する．$�8 $� および $� はそれぞれ �� � ��8 � � ��8 � � � 行列として
定義される．従って，与えらえた � � /��D�� に対し， �9�を満たす有限要素解 ���� +�� �
��

� � 
�は，次の演算で与えられる �

	�
�
)
 � $� - �

,
 � $� - )
����

次に，各 /�-�	� ���� ��8 �0�4 ����8 � � �+� � ��� �� を行列の �次形式で表現すること
で，6�8 6�の評価式を求める．

�
��) � �� � 行列 / および ��� �� 行列 � を

�/��� � ���� �� �����

� �

�
/�� �

� /��

�
�����

)

で定義する．このとき， ���� ��� は

���� ��� � -
� - ����

と表現される．

証明は ������．

��



次に， �� �行列(��8 (��8 (�� を

�(����� � �
,��
,�

�
,��
,�
�
���

�

�(����� � �
,��
,�

�
,��
,�
�
���

�

�(����� � �
,��
,�

�
,��
,�
�
���

)

で，さらに ��� ��行列'�を

'� �

�
(�� (��

�(���
 (��

�
�����

)

で定義する．このとき，次が成り立つ．

�
��) � ��� ��行列 ��を

�� � � $�'�$� ������)

で定める．このとき6�は行列 ��8 � に対し，次で評価される

6� �
�
���
.�����

.
 �� .

.
 � .

� �
�

) ����

証明は ������．
次に，��� 行列 5( を

� 5(��� � ��7���7� ����

とするとき，6�について次の +�  
が成り立つ．

�
��) � ��� �� 行列 �� を

�� � � $


� �� � �$



� �� �


 �$

�
5($� � � ������)

で定義する．このとき6�は行列 ��8 � に対し，次で評価される

6� �
�
���
.�����

.
 �� .

.
 � .

� �
�

) ����

証明は ������．
����8 ����の評価は， �を対称行列， � を対称で正定値な行列とするときの一般化固

有値問題
�� � ���

の最大固有値を求める問題に帰着することができる．

��



��� 数値結果

����8 ����式より，6�86�を一般化 &� �法で評価する．

実行条件

� D � ��� ��� ��� ��
� 区間を ��� ��とし， /を分割数とする． ���� � � ��/

� �� � 連続な区分二次多項式， 
� � 区分一次多項式

� * � �8 �� � ����2� 
�0 �� 
� � � � �

�
��

� 一般化 &� �法のパラメータ ! � ����

� 正定値判定法のパラメータ ! � ����

/ 6� 6� ���� 行列の次元

6 ���6���6 ���7���� ����7���� �7���7�
�I	
���*� ����6�����	 ����7���6� �����7976��

�� ����9�66 �����9�� ���6��67� 9���9��
�I	
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	��������	は 
��
��� ���������上で倍精度浮動小数点演算により二分法で近似計算したもの

� 結論と今後の課題

精度保証付き固有値問題の解法について，既存の２つの方法を改良して新たに２つの方
法を開発し，それらを比較評価した．
���で見たように計算コストの面では一般化 &� �法の優位性は明らかである．また十

分な精度も持っており，４つの解法の中では最も優れていると言える．
今後の課題としては，

�� 広範囲な有限要素法の 
 �	�����	��及び，構成的 
 ���	��誤差評価への適用

�� 汎用性のあるプログラムライブラリの作成

�� 計算の並列化及び，区間演算の特性を考慮したアルゴリズムの改良

�� 一般化 &� �法のパラメータ設定法

などがある． ��は一般化固有値問題に帰着できる部分を持つので，これを一般化 &� �
法を用いて計算する． ��はスーパーコンピュータ上での計算を可能にするため，例えば
"	���
� ��を用いて実現するなどのことが考えられる． ��は計算量や使用メモリを減ら
して計算の効率を上げ，大規模計算へ対応するための改良である． ��は一般化 &� �法
や正定値判定法における最適なパラメータの設定方法を検討する．

��
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