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1 Introduction

本論文では、以下のような自己共役楕円型固有値問題：(
��u+ qu = �u in 


u = 0 on @


の多重固有値及び、近接固有値に対する精度保証付き数値計算を考える。
ここで、 
はR2の有界凸領域、 q 2 L1(
)とする。

本固有値問題に関しては [2], [3]でその固有値の精度保証付き計算法が提案され、実際の適用が得ら

れているが、そこで与えられている方法は単純固有値にしか適用できなかった。本論文は、行列の多

重及び、近接固有値を精度保証付きで計算するという Rumpの考え方を、この楕円型固有値問題に
も拡張することを目標にしたものである。

本論文においてはまず第 2節において、 Rumpの方法 [5]に基づいた行列の固有値の精度保証の方
法を紹介する。これは、従来の方法ではシステムが singularになってしまうために適用できなかっ

た、行列の多重固有値に対する精度保証を実現したものである。 J.J.Dongarra, C.B.Moler, J.H.Wilkinson

による論文 [1]では、二重固有値に対する精度保証を中心に書かれているが、 Rumpは一般に n重固
有値に対して適用可能な方法を与え、更に実際の計算に対して、大幅なコスト削減を実現している。

第 3節では、楕円型固有値問題の単純固有値に対する精度保証について述べる。本論文の目的は、
楕円型固有値問題の多重固有値に対する精度保証の実現であるが、基本的な固有値問題の検証の手順

を明らかにするために、単純固有値についてもふれておく。この節で述べるアルゴリズムは、多重固

有値に対しては適用できない。なぜならば、システムが singularになるからである。

そこで、第 4節では多重固有値に対しても適用できる新たなアルゴリズムを構築する。これは、行

列の固有値問題において、固有値、固有ベクトルそのものを包み込むのではなく、固有値と、それに
対する不変部分空間の基底を包み込むという Rumpの考え方を楕円型固有値問題に対しても適用し

ようとするものである。すなわち n重固有値に対して、

(��+ q)(y1; y2; : : : ; yn) = (y1; y2; : : : ; yn)

0
BBBBB@

m11 m12 : : : m1n

m21 m22 : : : m2n

...
...

. . .
...

mn1 mn2 : : : mnn

1
CCCCCA

であるような Y = (yi)1�i�n 及び、M = (mij)1�i;j�nを精度保証付きで求めることを考える。この

システムに対する解の包み込みは、不動点定式化を用いて、 Banachの不動点定理の成立条件を計算
機内で数値的に検証することによって行っている。更に検証付きで求めたM にGerschgorinの定理

を適用して目的の固有値を包み込んでいる。

最後に、第 5節で結果の考察と今後の検証課題を述べる。
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2 行列の固有値に対するRumpの方法

この節では、 Rump[5]による行列の多重固有値及び、近接固有値に対する精度保証付き数値計算

についての概要を述べる。

2.1 記号の定義

KはRもしくは、Cとする。また、 A 2Mn(K)を n�nの行列とし、 ~X 2Mn;k(K)を A ~X �
~� ~X （~�は多重または近接固有値の近似値）であるような近似不変部分空間の基底とする。以下、 n

を行列の次元、 kを不変部分空間の次元を表すとする。

さらに、行列 U と V を以下のように定義する。
U 2 Mn;n�k(K)は単位行列からある k個の列を取り去ったものとし、 V 2 Mn;k(K)は U で取り

去ったある k個の列以外の単位行列の n�k列で構成される行列とする。これらは UUT+V V T = In

を満たし、 V T ~X は ~X の normalizing partを表す。
n = 5; k = 2のときの U; V の例：

U =

0
BBBBBBB@

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

1
CCCCCCCA
; V =

0
BBBBBBB@

1 0

0 0

0 1

0 0

0 0

1
CCCCCCCA

また、K上の n次元区間ベクトル全体を IKn、 p � q区間行列を IMp;q(K)と表記することにす

る。

2.2 行列の多重固有値及び、近接固有値に対する精度保証

ここでは、行列の多重固有値及び、近接固有値に対する精度保証付き数値計算の定式化を述べる。

多重固有値に対し、 Rump[6]によって与えられた単一の正規化条件付きの固有値問題

(
Ax = �x

xi = �
(1)

に対するアルゴリズムは適用できない。なぜならば (1)を、 �と xとに関する連立非線型方程式とし
て Newton-like methodを適用しようとすると、システムが singularになるからである。

そこで考える問題を次の形に拡大し、 (
AY = YM

V TY = V T ~X
(2)

固有値に対する不変部分空間の包み込みを目指すことを考える。ここで、 V TY = V T ~X は上の固有

値問題 (1)における拘束条件 xi = � にあたり、 k � k個の要素を拘束している。

この問題を考えるに当たって、必要な次の命題をあげておく。
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Lemma 2:1: Z;X 2 IKn; C 2 IMn(K) が与えられたとする。このとき、

Z+C �X � int(X) (3)

であれば、各 C 2 C は convergentである。すなわち、 �(C) < 1

この命題と Brouwerの不動点定理から、次の定理が導かれる。

Theorem 2:2: A 2 Mn(K); ~X 2 Mn;k(K); R 2 Mn(K);そしてX 2 IMn;k(K)とする。また、
U; V を 2:1で定義したものとする。今、

f(X) := �R(A ~X � ~� ~X) + fI �R((A� ~�I)UUT � ( ~X + UUTX)V T )gX (4)

とし、

f(X) � int(X) (5)

であるならば、このとき
AŶ = Ŷ M̂ (6)

であるような M̂ 2 ~�Ik + V TX �Mk(K); Ŷ 2 ~X + UUTX �Mn;k(K)が存在する。

上記の定理において、 ~�Ik + V TXの k個の固有値は、 Aのある k個の固有値と一致する。また、
~X + UUTXの各列ベクトルはそれら k個の固有値に対する不変部分空間の基底をなす。この定理に

おいて区間ベクトルXを ~�; ~X からの変化分として求めているのは、区間計算に対する計算の効率化
のためである。

ここで、 UTXのなかに V TY = V T ~X として拘束した k � k個の要素以外の不変部分空間の基底

ベクトルの成分に対応変化分が現れ、また V TXのなかにM の ~�Ik からの変化分が現れていること
に注意されたい。このように、解行列Xの中に Y; M の要素を同時に包み込むようなアルゴリズム

を考えることにより、 (2)に対し、直接、非線型方程式に対する精度保証のアルゴリズムを適用する

よりも、計算時間やメモリ消費量の点で大幅なコスト削減を実現している。（直接、非線型方程式の

アルゴリズムを適用する場合は、 n2�nk次元の大規模な行列を扱うことになるが、Rumpの方法で
は n次元の行列を扱うだけですむ。）

さて、以下では ~X; ~�;Rの具体的な値の決定方法について述べよう。これらには a-prioriな仮定が
ないことに注意する。唯一の仮定が (5)である。特に近似値に関する a-prioriな条件はない。よって

A ~X � ~� ~X なる ~X; ~�は適当なアルゴリズムを用いることによって求めればよい。（我々はMATLAB

の近似固有値及び、固有ベクトルを求めるコマンド "eig"を使用することによって計算した。）
行列 Rに関しては、以下のようにとる。

R � ((A� ~�I)UUT � ~XV T )�1 (7)

これは、H(X) := A( ~X + UUTX)� ( ~X + UUTX)(~�Ik + V TX)として Fr'echet微分H 0(X)の 0

における逆行列になっている。

次に精度保証を実現するために、区間行列Xを求めるための区間反復を定義する。基本的には、

区間反復はXv+1 = f(Xv)で与えられる。しかしながら、Xが、 (5)を満たすようにするために
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は、Xにある程度の幅が必要である。このことを達成する適切な方法がいわゆる epsilon-inationで

ある。これは具体的には、次のアルゴリズムで与えられる。

Algorithm 2:3:

R = ((A� ~�I)UUT � ~XV T )�1;

Z = �R(A ~X� ~� ~X);

C = I �R((A� ~�I)UUT � ~XV T );

X = Z; m = 0; mmax = 10;

repeat

m = m+ 1;

Y = X+ 0:1 � [�jZj � �; jZj+ �];

X = Z+CY + R(UUTYV TY);

ready = (X � int(Y));

until ready or (m = mmax);

if ready

for i = 1 : k

r =
X
j 6=i

j(V TX)ijj;

Li = complex(~�+ (V TX)ii+ [�r; r]) � C

以上のアルゴリズムにおいて、 ~Xは ~X を包み込むような小さな区間行列、 Iは単位行列 I を包み

込むような小さな区間行列を表す。また、反復の初期値X0 としては、�R(A ~X�~� ~X)を包み込むよ
うな小さな区間をとることになる。 �はマシンイプシロン（計算機で表現できる最小の正の浮動小数

点数）を表す。

各 Li は行列M := ~�Ik + V TXに対するGerschgorin Circleを計算している。故にGerschgorin

の定理から、 [ki=1Li の中に Aの k個の多重または、近接固有値が包まれる。この Li は非対称行列

の場合、複素区間として計算しなければならない。なぜならその固有値が実かどうかという問題は数

値的に決定不可能な問題だからである。

ここで、 normalizing partの選択（すなわち U; V の選択）の仕方は固定されてはいない。通常は

V T ~X のスペクトルノルムが最大となるように V を定める。

以上のように多重または、近接固有値の包み込み [ki=1Li 及び、それに伴う不変部分空間の基底の
包み込み ~X + UUTXを得ることができる。

2.3 一般化固有値問題に対する精度保証の適用

2.2節の方法は、一般化固有値問題： Ax = �Bxに対して拡張することができる。 B 2Mn(K)を

A ~X � ~�B ~X なる行列とする。このとき、 Theorem 2.2.を以下のように修正することにより一般化
固有値問題に対する精度保証を導く。

Theorem 2:4: A;B 2 Mn(K); ~� 2 K; R 2 Mn(K)そしてX 2 IMn;k(K)が与えられたとす

る。さらに U; V は上で定義されたものとする。

f(X) = �R(A ~X � ~�B ~X) + fI � R((A� ~�B)UUT �B( ~X + UUTX)V T )gX (8)

5



としたとき、

f(X) � intX

ならば、
AŶ = BŶ M̂ (9)

であるような、 M̂ 2 ~�Ik + V TX �Mk(K); Ŷ 2 ~X + UUTX �Mn;k(K)が存在する。

ここで、

R � ((A� ~�B)UUT � B ~XV T )�1 (10)

と選ぶ。

2.4 疎行列に対する精度保証の適用

((A � ~�I)UUT � ~XV T )の近似逆行列 Rは、一般的には密行列になるので、Aが疎行列である

とき、今までの議論を適用するのはあまりよい方法とは言えない。そこで、逆行列をとらないような
Theorem 2.2.や Theorem 2.4.の変形を考える。

G := ((A� ~�I)UUT � ~XV T )と定義し、Gが可逆であるとしてR := G�1とする。このとき

I � R((A� ~�I)UUT � ( ~X + UUTX)V T ) = RUUTXV T (11)

これを、 (5)に代入すると

f(X) = R(�A ~X + ~� ~X + UUTXV TX) (12)

このとき、条件 (4)は、Gが可逆で、かつ各線型方程式

Gx = b; b 2 �A ~X + ~� ~X + UUTXV TX (13)

の解がXの内点に包まれることと同値である。これから次の結果が得られる。

Theorem 2:5: Theorem 2.2.と同じ記号を用い、G := ((A� ~�I)UUT � ~XV T )とする。

f(X) := fy j 8b 2 �A ~X + ~� ~X + UUTXV TXかつGy = bg (14)

とする。このとき、

f(X) � intX

ならば、

AŶ = Ŷ M̂

であるような M̂ 2 ~�Ik + V TX �Mk(K); Ŷ 2 ~X + UUTX �Mn;k(K)が存在する。

この方法は、 (A�~�I)UUT � ~XV T の逆行列を直接求めないことから、疎行列の疎性を保つ点で、

Theorem 2.2.に比べて有利である。
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2.5 欠陥のある固有値に対する考察

ここでは、非対称行列で、特に欠陥のある固有値に対する精度保証を述べる。欠陥のある固有値と
は幾何的多重度と代数的多重度が異なるような多重固有値のことをいう。

さて、欠陥のある固有値に対して Rumpのアルゴリズムを適用するとあまりいい結果は得られな

かった。これはG := ((A � ~�I)UUT � ~XV T )のもつ特性に起因すると考えられる。この行列の構
成の仕方により、 k重固有値に伴う k個の固有ベクトルがGのある k個の列に現れる。ところが欠

陥のある固有値の場合、幾何的多重度を 、代数的多重度を �とすると、  < �となるので、 k重固

有値に対し、それに伴う一次独立な固有ベクトルの個数が kよりも少なくなる。Gを構成するため
には、少ない分を埋めるために一次従属なベクトルを持ってくることが考えられるが、このときGは

singularとなり、それは R � G�1 を構成できないことを意味する。

そこで、少ない分を埋めるために持ってきた一次従属なベクトルにわずかな摂動を与えて、強制的
にGを non-singularにすることを考える。こうすることにより、計算機上ではG�1を計算できるよ

うにはなる。但し、ほとんど singularに近いので、非常に不安定であることを避けることはできな

い。また、欠陥のある固有値をもつ行列に対し、MATLABにおける eigコマンドを適用すると、

本来なら対角化はできないが、これを近似的にに対角化するので、このときに出てきた近似固有ベク
トルを採用することも１つの方法である。

以上の方法をとることにより、一応は Rumpのアルゴリズムを適用することはできるが、やはり k

が大きいと、どうしても Rが不安定であることが原因で検証に失敗する場合が多くなる。

欠陥固有値に対する精度保証の失敗例

行列は以下のようにとった。

J =

0
BBBBBBB@

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 5

1
CCCCCCCA

とし、さらにW : 5� 5正方行列をランダムに生成して、

A =WJW�1

と定める。このとき、行列 Aは代数的多重度 4、幾何的多重度 1の欠陥固有値'1'を持つ。この行列
Aに対して、精度保証アルゴリズムを適用した。しかし、結果は多くの場合が'Failed'であった。こ

の理由としては、システムがほとんど singularになっていることが原因だと思われる。

そこで、拘束条件 V TY = V T ~X を以下のように内積を用いた拘束条件に変えて、考察を行った。(
AY = YM

Y T ~X = Ik
(15)

これは、 Y の形を内積の値を固定することによって拘束したものである。これは V TY = V T ~X とす

るよりも弱い拘束条件である。この (n� k+ k�k)元の非線型方程式を非線型方程式に対する精度保
証付き数値計算のアルゴリズムを適用することによって解く。
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この方法でいくつかの場合の精度保証には成功したが、 Rumpの方法を超えるような結果は得ら

れず、さらに Rumpの方法とは違ってシステムが非常に大きくなるために、計算におけるコストの

点で不利という結論になった。

以上のように欠陥のある固有値に対する精度保証は非常に困難に思われる。 Rumpは欠陥のある

固有値に対する問題は、本質的に ill-conditionedな問題であり、適切なアルゴリズムを見出すことは
非常に難しいと主張しており、今後の課題であろう。
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3 楕円型固有値問題の単純固有値

以下では [2], [3]に基づいた楕円型作用素の単純固有値の精度保証について、その概要を述べる。

3.1 問題と記号の定義

ここでは、以下のような固有値問題(
��u+ qu = �u in 


u = 0 on @

(16)

を考える。但し、 
はR2 上の有界凸領域、 q 2 L1(
)とする。

以下、記号の定義を行う。
Hm(
)を

Hm(
) := fv j D�v 2 L2(
); 8� s:t: j�j � mg (17)

とする。但し、 � = (�1; �2) 2 Z�0 � Z�0で、

j�j � �1 + �2; D
�v � @j�jv

@x�11 @x�22

である。

また、

H1
0 (
) � fv 2 H1(
) j v = 0 on @
g (18)

とし、H1
0 (
)の内積を、 L2(
)の内積 (�; �)L2(
) を用いて

< u; v >H1
0 (
)

� (ru;rv)L2 u; v 2 H1
0 (
) (19)

と定義する。

さらに、H1
0 (
) �Rの内積< �; � >H1

0 (
)�R
及び、ノルム k � kH1

0 (
)�R
を以下のように定義する。

但し、 wi = (ui; �i) 2 H1
0 (
)�R (i = 1; 2)とする。

< w1; w2 >H1
0 (
)�R

� (rw1;rw2)L2 + �1�2 (20)

kwikH1
0 (
)�R

� (kuik2H1
0 (
)

+ j�ij2)
1
2 (21)

次に以下の記号を定義しておく。

Sh : パラメータ hに従属するようなH1
0 (
)の有限次元部分空間（hは通常、有限要素のメッシュサ

イズに対応する。）
S?h : Shの直交補空間。すなわち、

S?h = f� 2 H1
0 (
) j (r�;r )L2 = 0; 8 2 Shg

Ph0 : H
1
0 (
)から Sh へのH1

0 -projection. すなわち、
任意の u 2 H1

0 (
)に対して、 (r(u� Ph0u);rv)L2 = 0; 8v 2 Sh

また、 projection Ph : H1
0 (
)�R! Sh �Rを

Ph(u; �) � (Ph0u; �)

で定義する。
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3.2 不動点定式化

まずは問題 (16)を次のように正規化する。

�nd (û; �) 2 H1
0 (
)�R s:t:(

��û+ (q � �)û = 0R

 û

2dx = 1
(22)

ここで、以下の議論に必要な、定数に関する仮定と命題を挙げる。

Assumption 3:1: u 2 H2(
) \ H1
0 (
)に対して、次を満たす hに依存しない、具体的に数値と

して与えられる定数 C1が存在する。 ([4]を参照)

inf
�2Sh

ku� �kH1
0 (
)

� C1hjujH2(
) (23)

ここで、 jujH2(
) は次で定義されるH2(
)上のセミノルムを表す。

juj2H2(
) �
2X

i;j=1

k @2u

@xi@xj
k2L2(
) (24)

Lemma 3:2: 8 2 L2(
)に対して、 9!� 2 H2(
) \H1
0 (
) s.t.(

��� =  in 


� = 0 on @

(25)

かつ、

j�jH2(
) � C2k kL2(
) (26)

を満たす、 hに従属しない定数 C2が存在する。（実際には C2 = 1とする。 [4]を参照)

ここで、 ŵh = (ûh; �̂h)を(
(rûh;r�i)L2(
) = ((�̂h � q)ûh; �h)L2(
) 8�h 2 ShR


 û
2
hdx = 1

(27)

つまり、 (22)の有限要素近似解とする。以下ではこの近似解の近傍に、真の固有値及び、固有関数

が存在することを精度保証付き数値計算で検証する。このとき、行列の固有値に関する精度保証でし

たように、真の固有値及び、固有関数を直接包むのではなく、近似解 ŵhと真の解との差を包む込む
ようにする。この近似解との差の取り方に関しては Ph0�u = ûh となる (�u; �̂h)と真の解との差を考え

る。こうすることにより特別な方法をとることができて、誤差評価がよくなることが知られている。

よって、この (�u; �̂h)の近傍に、 (22)の真の解 (û; �)を探すことにする。

さて、 (
���u+ (q � �̂h)ûh = 0 in 


�u = 0 on @

(28)

を満たす �u 2 H2(
) \H1
0 (
)及び � 2 Rを考えよう。このとき、

(rûh �r�u;r�h)L2(
) = (rûh;r�h)L2(
) � (r�u;r�h)L2(
)

= ((�̂� q)ûh; �h)L2(
) � ((�̂� q)ûh; �h)L2(
)

= 0

10



故に、 ûh = Ph0�uとなり、さらに

Ph(�u; �̂h) = (Ph0û; �̂h) = (ûh; �̂h) = ŵh

となる。

(22)、 (28)より (
��(û� �u) = (�� q)û� (�̂h � q)ûhR


 û
2dx = 1

(29)

ここで、 v0 = �u� ûhとおくと、 v0 = �u� Ph0�u = (I � Ph0)�u 2 S?h であるから、

�u = ûh + v0; ûh 2 Sh; v0 2 S?h

と表せる。
次に v0のノルムを評価する。 (23)、 (26)、 (28)から

kv0kH1
0 (
)

= k�u� Ph0�ukH1
0 (
)

� C1hjûjH2(
)

� C1C2hk(�̂h � q)ûhkL2(
)

= C0hk(�̂h � q)ûhkL2(
) (C0 � C1C2) (30)

と評価できる。また L2-ノルムに関しては、次のように評価できる。

kv0kL2(
) � C2
0h

2k(�̂h � q)ûhkL2(
) (31)

これは、 Aubin-Nitsche's trickを用いることによって導かれるものである。

ここで、
û = �u+ ~u; � = �̂h + ~�

とおく。つまり、近似解 (�u; �̂h)と真の解 (û; �)との差の部分である (~u; ~�)に関して包み込みを行う

ことを考えると、 (28)は、 (~u; ~�)に関して以下のように書き直される。

(
��~u = (�̂h + ~�� q)(~u+ ûh + v0)� (�̂h � q)ûhR


(~u+ ûh + v0)
2dx = 1

(32)

ここで、 F : H1
0 (
)�R! H1

0 (
)�Rを

F :

 
~u
~�

!
�
 

(��)�1f(�̂h + ~�� q)(~u+ ûh + v0)� (�̂h � q)ûhg
~�+

R

(~u+ ûh + v0)

2dx� 1

!
(33)

と定義すると、 (28)は w = (~u; ~�)について、不動点方程式

w = F (w) (34)

の形で書くことができる。
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3.3 検証条件とアルゴリズム

まずは次を仮定する。

Assumption 3:3: � � (�v0; 0)とおく。 F の �における Fr�echet微分 F 0(�)が存在するとき、

Ph[I � F 0(�)] : H1
0 (
)�R! Sh �R

を Sh �Rに制限したものは、逆作用素

[I � F 0(�)]�1h : Sh �R! Sh �R

を持つ。

ここで、 (34)を考える。 (34)は有限次元部分と無限次元部分とを次のように表せる。

(
Phw = PhF (w)

(I � Ph)w = (I � Ph)F (w)
(35)

(35)のうち、 Phw = PhF (w)のほうにのみ、 Newton-like methodを適用する。つまり、

Nh(w) � Phw � [I � F 0(�)]�1h (Phw � PhF (w)) (36)

として、

T (w) � Nh(w) + (I � Ph)F (w) (37)

とすると、 T はコンパクト作用素となり、次の命題が成り立つ。

Proposition 3:4:

w = T (w) () w = F (w) (38)

以上の命題により、 T (W ) � W なるW 2 H1
0 (
) �R:有界凸閉集合 が存在すれば Schauderの

不動点定理により
9w 2W s:t: w = T (w) (i:e: w = F (w))

となる。W =Wh �W?; Wh � Sh �R; W? � S?h � f0gとすれば、検証条件は以下のように表す
ことができる。 (

Nh(W ) �Wh

(I � Ph)F (W ) �W?
(39)

次に計算機における精度保証のアルゴリズムについて述べる。まず、

f�jgM�1
j=0 : Shの基底

�h � f(
M�1X
j=0

Aj�j; AM ) j Aj � IRg

とおく。
また、 � 2 R+ に対して

[�] � f� 2 S?h j k�kH1
0 (
)

� �g � f0g
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とする。

この �h と [�]の元に対して、反復列W(n) � w
(n)
h � [�n]を考える。

Algorithm 3:5:

n = 0のとき
w
(0)
h = f0g; �0 = 0 i:e: W(0) = f0g

n � 1のとき、 0 < � � 1なる �に対して

(
~w
(n�1)
h = w

(n�1)
h + (

PM�1
j=0 [�1; 1]��j; [�1; 1]�)

~�n�1 = �n�1 + �
(40)

とし ~W (n�1) = ~wn�1h � [~�n�1]に対して、 w
(n)
h ; �n を次のように定義する。(

w
(n)
h � Nh( ~W

(n�1))

�n = C0h supv=(v̂;�)2 ~W (n�1) k(~�h + �� q)(v̂ + v0 + ûh)� (�̂h � q)ûhkL2(
)

(41)

ここで、 C0 � C1C2である。

以上のアルゴリズムに対し、以下の定理が解の存在を保証する。

Teorem 3:6: 9N 2 N s:t: w
(N)
h � ~w

(N�1)
h ; �N � ~�N�1

) 9w 2 w(N)
h � [~�N�1] s:t: w = F (w)

さて、次は ~W (n�1) = ~w
(n�1)
h � [~�n�1]に対して、 (41)を満たす w

(n)
h ; �n を具体的に求める方法

を示す。
まずは

w
(n)
h = (

M�1X
j=0

B
(n)
j �j ; B

(n)
M ) � Nh( ~W

(n�1)) (42)

を満たす B
(n)
i 2 IR; (i = 0; 1; : : : ;M)を求めることを考える。

w
(n�1)
h = (

M�1X
j=0

B
(n�1)
j �j; B

(n�1)
M ) � Nh( ~W

(n�1)) (43)

とおいて、 8v 2 ~W (n�1) を v = ŵ + �̂; ŵ 2 ~w
(n�1)
h ; �̂ = (�̂; 0) 2 [~�n�1]と表すことにすると、

Nh(v) = Nh(ŵ + �̂)

= Ph(ŵ+ �̂)� [I � F 0(�)]�1h (Ph(ŵ + �̂)� PhF (ŵ + �̂))

= ŵ� [I � F 0(�)]�1h (ŵ � PhF (ŵ + �̂) (44)

であるから、これを整理すると

[I � F 0(�)]hNh(v) = PhF (ŵ + �̂)� PhF
0(�)ŵ (45)

となる。
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ここで、 (42)を満たすような B
(n)
i 2 IR; (i = 0; 1; : : : ;M)を求めるために、以下の集合X を考

えることにする。

X � fx 2 H1
0 (
)�R j

([I � F 0(�)]hx)� (�i; 1) = (PhF (ŵ+ �̂)� PhF
0(�)ŵ)� (�i; 1);

8ŵ 2 ~w
(n�1)
h and �̂ 2 [~�n�1]; i = 0; : : : ;M � 1g

(46)

但し、上のX の定義において、 wi = (ui; �i) 2 H1
0 (
)�R (i = 1; 2)に対して、演算子�を次で

定義するものとする。

w1 � w2 � (

Z


ru1 � ru2dx; �1�2) (47)

実際に計算機を用いて計算するときは、 (47)の右辺を区間として解くことになるので、X 2 Xなる
区間包Xを得る。よって、

(
M�1X
j=0

B
(n)
j �j ; B

(n)
M ) � X (48)

とすることができる。以下では実際に計算機によるXの計算法を示す。

�i (0 � i �M � 1)と、 x � (
PM�1
j=0 x

(n)
j �j; x

(n)
M )に対して、

([I � F 0(�)]hx)� (�i; 1) =
PM�1
j=0 x

(n)
j (

R

r�j � r�idx+

R

 q�j�idx

��̂h
R

 �j�idx; �2

R

 ûh�jdx)

�(x(n)M

R

 ûh�idx; 0)

(49)

となり、また ŵ � (
PM�1

j=0 b
(n�1)
j �j ; x

(n�1)
M )に対して、

(PhF (ŵ + �̂� F 0(�)ŵ)� (�i; 1)

= (
R

f(�̂h � q)(�̂+ v0) + b

(n�1)
M (

PM�1
j=0 b

(n�1)
j �j + �̂+ v0)g�idx;R


f(
PM�1

j=0 b
(n�1)
j �j + �̂+ v0)

2 + 2(�̂+ v0)ûhgdx)
(50)

となることがわかる。そこで、 (M + 1)� (M + 1)行列G � (gij)0�i;j�M を

gij = (r�i;r�j) + (q�i; �j)� �̂h(�i; �j) (0 � i; j �M � 1)

giM = �(ûh; �i) (0 � i �M � 1)

gMj = �2(ûh; �j) (0 � j �M � 1)

gMM = 0

と定義し、さらに (M + 1)次の区間ベクトルK(n�1) � (K
(n�1)
i )0�i�M を

K
(n�1)
i =

R

f(�̂h � q)(�̂+ v0) +B

(n�1)
M (

PM�1
j=0 B

(n�1)
j + �̂+ v0)g�idx (0 � i �M � 1)

K
(n�1)
M =

R

f(

PM�1
j=0 B

(n�1)
j �j + �̂+ v0)

2 + 2(�̂+ v0)ûhgdx

で定義すると、 (49)及び、 (50)から、 (42)における区間係数B
(n)
i に対し、B(n) � (B

(n)
i ) (0 �

i �M)として

GB(n) = K(n�1)
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となる。また、 Assumption 3.3.により、Gは逆行列を持つので、区間係数B
(n)
i は

B(n) = G�1K(n�1) (51)

と決めることができる。
�n に関しては k(�̂h + � � q)(v̂ + v0 + ûh) � (�̂h � q)ûhkL2(
)を三角不等式などを用いて分けた

後、前に挙げたした v0のノルムの評価などを適用することにより、決めることができる。

以上のようにして、 (16)の単純固有値及び、それに伴う固有関数を検証することができる。
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4 楕円型固有値問題の多重固有値

4.1 多重固有値に対する不動点定式化

考える問題は、第３節と同じで (
��u+ qu = �u in 


u = 0 on @


である。

ところが、多重固有値に対して第３節の議論は適用できない。なぜなら行列の多重固有値に対する精

度保証のときと同様にシステムが singularになるからである。そこで、第２節で考えたのと同様に、
固有値とそれに対する不変部分空間の基底関数に対する検証を行うことを考える。ここで、議論の簡

単のために以下では二重固有値に対するアルゴリズムを考えることにする。つまり、以下のような問

題を考える。一般に n重固有値に対しても、全く同様に適用することが可能である。

�nd yi 2 H1
0 (
) (i = 1; 2); mij 2 R (i; j = 1; 2)8>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

(��+ q)(y1; y2) = (y1; y2)

 
m11 m12

m21 m22

!

(y1; ~�1) = (~x1; ~�1)

(y2; ~�1) = (~x2; ~�1)

(y1; ~�2) = (~x1; ~�2)

(y2; ~�2) = (~x2; ~�2)

(52)

ここで (52)の下４つの等式は拘束条件である。第２節の行列の多重固有値に対する問題における V TY =

V T ~X に相当する。ここで、 ~xi (i = 1; 2)は

(��+ q)(~x1; ~x2) � ~�(~x1; ~x2)

であるようにとる。つまり、近似固有値 ~�に伴う近似固有関数である。この ~xi (i = 1; 2)の求め方

に関しては後述する。また、 ~�i (i = 1; 2)は一次独立な関数で、その定義についても後で述べる。

さて、以下ではまず、 (52)の Fourier-Galerkin近似解を求める。ここで、自然数M; N に対して、
Shを以下の基底関数によって張られるH1

0 (
)の部分空間とする。従ってこの場合、 hをメッシュサ

イズに対応させるとすれば、 h � maxf1=M; 1=Ngとなる。

f 2
�
sinmx sinnyg1�m�M; 1�n�N � H1

0 (
) (53)

また、表現を簡単にするために、 (M �N)個の基底関数を

�i =
2

�
sinmix sinniy (1 � i �MN)

と書くことにする。また、考える領域 
は


 � (0; �)� (0; �)

である。
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ここで、 (52)の固有方程式の部分を

(
(��+ q)y1 = m11y1 +m21y2

(��+ q)y2 = m12y1 +m22y2
(54)

と書く。この Fourier-Galerkin近似解を ŷh1 ; ŷ
h
2 2 Sh 及び、 m̂h

ij 2 R (1 � i; j � 2)とおいて、

(
ŷh1 =

Pn
j=1 aj�j

ŷh2 =
Pn
j=1 bj�j

(n =MN)

と表し、係数 fajg1�j�n; fbjg1�j�nを求めることにする。すなわち、8>>>><
>>>>:

(rPn
j=1 aj�j ;r�i) + (q

Pn
j=1 aj�j ; �i)

= m̂h
11(
Pn

j=1 aj�j; �i) + m̂h
21(
Pn

j=1 bj�j ; �i)

(rPn
j=1 bj�j ;r�i) + (q

Pn
j=1 bj�j ; �i)

= m̂h
12(
Pn

j=1 aj�j; �i) + m̂h
22(
Pn

j=1 bj�j ; �i)

(1 � i � n) (55)

を満たすような fajg1�j�n; fbjg1�j�n; m̂ij を求める。ここで、

A = (Aij)1�i;j�n; Aij = (r�j;r�i)
B = (Bij)1�i;j�n; Bij = (q�j; �i)

D = (Dij)1�i;j�n; Dij = (�j; �i)

また、

a = (a1; a2; : : : ; an)
T

b = (b1; b2; : : : ; bn)
T

とおくと、 (55)は以下のように書き直される。

(
Aa+Ba = m̂h

11Da+ m̂h
21Db

Ab+Bb = m̂h
12Da+ m̂h

22Db

よって、これをまとめると

(A+B)Y = DYM; M =

 
m̂h

11 m̂h
12

m̂h
21 m̂h

22

!
; Y = (a;b)

よって、 (A+B)Y = DYM を満たす Y;M を求めればよい。実際に計算機を用いて計算する場合、

第２節での議論を用いて精度保証付きで求めることも可能であるが、ここではその必要はなく、単に

(A+B) ~X � ~�D ~X

なる ~X; ~�を求め、（我々はMATLABの eigコマンドを使用することによって求めている。）

Y = ~X; M =

 
~� 0

0 ~�

!

とすれば十分である。

ここで、上記の ~x1; ~x2 に関しては、 ~x1 = ŷh1 ; ~x2 = ŷh2 ととる。また、 ~�1としては ŷh1 の中で、係

数の絶対値が最大となるような �i を、 ~�2としては ŷh2 の中で、係数の絶対値が最大になるような �i

をとる。
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さて、以下の議論でも、第３節と同様に直接、真の解を包むのではなく、近似解と真の解の差を包

み込むことを考える。そこで、 (52)の真の解を ŷ1; ŷ2 2 H1
0 (
) m̂ij 2 R (i; j = 1; 2)として、

~yi � ŷi � ŷhi (i = 1; 2)

~mij � m̂ij � m̂h
ij (i; j = 1; 2)

と定める。このとき (52)は以下のように書き換えられる。

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

��~y1 = �ŷh1 � q(ŷh1 + ~y1) + (m̂h
11 + ~m11)(ŷ

h
1 + ~y1) + (m̂h

21 + ~m21)(ŷ
h
2 + ~y2)

��~y2 = �ŷh2 � q(ŷh2 + ~y2) + (m̂h
12 + ~m12)(ŷ

h
1 + ~y1) + (m̂h

22 + ~m22)(ŷ
h
2 + ~y2)

~m11 = ~m11 + (ŷh1 + ~y1 � ~x1; ~�1)

~m12 = ~m12 + (ŷh2 + ~y2 � ~x2; ~�1)

~m21 = ~m21 + (ŷh1 + ~y1 � ~x1; ~�2)

~m22 = ~m22 + (ŷh2 + ~y2 � ~x2; ~�2)

(56)

そこで、 F : (H1
0 (
))

2 �R4 ! (H1
0 )

2 �R4を

F

0
BBBBBBBBB@

~y1

~y2

~m11

~m12

~m21

~m22

1
CCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBB@

(��)�1f�q~y1 + ~m11(ŷ
h
1 + ~y1) + ~m21(ŷ

h
2 + ~y2) + m̂h

11~y1 + m̂h
21~y2 + v10g

(��)�1f�q~y2 + ~m12(ŷ
h
1 + ~y1) + ~m22(ŷ

h
2 + ~y2) + m̂h

12~y1 + m̂h
22~y2 + v20g

~m11 + (ŷh1 + ~y1 � ~x1; �1)

~m12 + (ŷh2 + ~y2 � ~x2; �1)

~m21 + (ŷh1 + ~y1 � ~x1; �2)

~m22 + (ŷh2 + ~y2 � ~x2; �2)

1
CCCCCCCCCA
(57)

但し、

v10 � ��ŷh1 + qŷh1 + m̂h
11ŷ

h
1 + m̂h

21ŷ
h
2 ; v

2
0 � ��ŷh2 + qŷh2 + m̂h

12ŷ
h
1 + m̂h

22ŷ
h
2

と定義すると、 (52)は w = (~y1; ~y2; ~m11; ~m12; ~m21; ~m22)に関して、コンパクト作用素 F の不動点方

程式

w = F (w) (58)

の形でかける。

4.2 検証条件とアルゴリズム

まずは (Sh)
2 �R4 � (H1

0 (
))
2 �R4の基底を以下のように定める。

�1
i = (�i; 0; 0; 0; 0; 0) (1 � i � n)

�2
i = (0; �i; 0; 0; 0; 0) (1 � i � n)

�2n+1 = (0; 0; 1; 0; 0; 0)

�2n+2 = (0; 0; 0; 1; 0; 0)

�2n+3 = (0; 0; 0; 0; 1; 0)

�2n+4 = (0; 0; 0; 0; 0; 1)

(59)

ここで、 �i = �1
i ; �n+i = �2

i (1 � i � n)と定めておく。

また (H1
0 (
))

2 �R4における内積< �; � >(H1
0 (
))

2�R4 を
wi = (u1i ; u

2
i ; �

1
i ; �

2
i ; �

3
i ; �

4
i ) (i = 1; 2)に対して

< w1; w2 >(H1
0 (
))

2�R4� (ru11;ru12)L2(
) + (ru21;ru22)L2(
) + �11�
1
2 + �21�

2
2 + �31�

3
2 + �41�

4
2

18



と定める。

ここで次を仮定しておく。

Assumption 4:1:

� � (0; 0; 0; 0; 0; 0)とする。 F の �での Fr�echet微分 F 0(�)が存在するとき、

Ph[I � F 0(�)] : (H1
0 (
))

2 �R4 ! (H1
0 (
))

2 �R4

を (Sh)
2 �R4に制限したものは、逆作用素

[I � F 0(�)]�1h : (Sh)
2 �R4 ! (Sh)

2 �R4

を持つ。ここで Ph : (H1
0 (
))

2 �R4 ! (Sh)
2 �R4 は、

Ph(u1; u2; �1; �2; �3; �4) � (Ph0u1; Ph0u2; �1; �2; �3; �4) (ui 2 H1
0 (
); �i 2 R)

で定義するするものとする。ここで Ph0は、前節で定義したH1
0 (
) ! Sh なるH1

0 -projectionであ
る。

さて、第３節の議論と同様に (58)は有限次元部分と無限次元部分とに分けて

(
Phw = PhF (w)

(I � Ph)w = (I � Ph)F (w)

とかくことができ、

Nh(w) � Phw � [I � F 0(�)]�1h (Phw � PhF (w))

とおいて、

T (w) � Nh(w) + (I � Ph)F (w)

とすると、 T はコンパクト作用素となり、次が成り立つ。

Proposition 4:2:

w = T (w) () w = F (w) (60)

proof:

((Sh)
2 �R4)? = (S?h )

2 � f0g4であるから、

(H1
0 (
))

2 �R4 = (Sh)
2 �R4 � ((Sh)

2 �R4)? = (Sh)
2 �R4 � (S?h )

2 � f0g4

と書くことができる。また、

Nh(w) 2 (Sh)
2 �R4; (I � Ph)F (w) 2 (S?h )

2 � f0g4

であるから、Nh(w)と (I � Ph)F (w)とは直交する。
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また、 w = Phw + (I � Ph)wと書くことができるので、

w = T (w) ()
(

Phw = Nh(w)

(I � Ph)w = (I � Ph)F (w)

()
(

[I � F 0(�)]�1h (Phw � PhF (w)) = 0

(I � Ph)w = (I � Ph)F (w)

()
(

Phw = PhF (w)

(I � Ph)w = (I � Ph)F (w)

() w = F (w)

■

ここでは、解の一意性を保証する Banachの不動点定理に基づく保証手順を用いる（[2]を参照）。

この場合、 T (0) + T 0(W )W � int(W )であるようなW 2 (H1
0 (
))

2 � R4：有界閉凸集合を求め

ることができれば
91w 2W s:t: w = T (w) (i:e: w = F (w))

となる。ここで T 0(W )W := fT 0( ~w)w j w; ~w 2Wgであり、 T 0は T の Fr�echet微分を表す。

W = Wh �W? (Wh � (Sh)
2 �R4; W? � (S?h )

2 � f0g4)とおくと、検証条件は以下のように書
くことができる。 (

Nh(0) +N 0
h(W )W � int(Wh)

(I � Ph)F (0) + (I � Ph)F
0(W )W � int(W?)

(61)

ここで、Nh(w)の定義から、

[I � F 0(�)]hNh(w) = PhF (w)� PhF
0(�)w (62)

である。

今、Nh(0) +N 0
h(W

(n�1))W (n�1) �W
(n)
h であるようなW

(n)
h を計算することを考えよう。

(62)から、
[I � F 0(�)]hNh(0) = PhF (0) (63)

である。よって、まず

Nh(0) = (
nX
j=1

T 1
j �j;

nX
j=1

T 2
j �j; T2n+1; T2n+2; T2n+3; T2n+4)
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とおいて、 (63)の左辺と �i との内積を考える。

< Nh(0);�
1
i >(H1

0 (
))
2�R4 � < PhF

0(�)Nh(0);�
1
i >(H1

0 (
))
2�R4

=
Pn
j=1 T

1
j (r�j;r�i)L2(
) � ((m̂11 � q)

Pn
j=1 T

1
j �j + m̂21

Pn
j=1 T

2
j �j + T2n+1ŷ

h
1 + T2n+3ŷ

h
2 ; �i)L2(
)

=
Pn
j=1 T

1
j f(r�j ;r�i)L2(
) + (q � m̂h

11)(�j; �i)L2(
)g �
Pn
j=1 T

2
j (m̂

h
21�j ; �i)L2(
)

�T2n+1(ŷh1 ; �i)L2(
) � T2n+3(ŷ
h
2 ; �i)L2(
)

< Nh(0);�
2
i >(H1

0 (
))
2�R4 � < PhF

0(�)Nh(0);�
2
i >(H1

0 (
))
2�R4

=
Pn
j=1 T

2
j (r�jr�i)L2(
) � (m̂12

Pn
j=1 T

1
j �j + (m̂22 � q)

Pn
j=1 T

2
j �j + T2n+2ŷ

h
1 + T2n+4ŷ

h
2 ; �i)L2(
)

= �Pn
j=1 T

1
j (m̂

h
12�j ; �i)L2(
) +

Pn
j=1 T

2
j f(r�j;r�i)L2(
) + (q � m̂h

22)(�j; �i)L2(
)g
�T2n+2(ŷh1 ; �i)L2(
) � T2n+4(ŷ

h
2 ; �i)L2(
)

< Nh(0);�2n+1 >(H1
0 (
))

2�R4 � < PhF
0(�)Nh(0);�2n+1 >(H1

0 (
))
2�R4

= T2n+1 � f
R


~�1
Pn

j=1 T
1
j �jdx+ T2n+1g

= �Pn
j=1 T

1
j (�j;

~�1)

< Nh(0);�2n+2 >(H1
0 (
))

2�R4 � < PhF
0(�)Nh(0);�2n+2 >(H1

0 (
))
2�R4

= T2n+2 � f
R


~�1
Pn

j=1 T
2
j �jdx+ T2n+2g

= �Pn
j=1 T

2
j (�j;

~�1)

< Nh(0);�2n+3 >(H1
0 (
))

2�R4 � < PhF
0(�)Nh(0);�2n+3 >(H1

0 (
))
2�R4

= T2n+3 � f
R


~�2
Pn

j=1 T
1
j �jdx+ T2n+3g

= �Pn
j=1 T

1
j (�j;

~�2)

< Nh(0);�2n+4 >(H1
0 (
))

2�R4 � < PhF
0(�)Nh(0);�2n+4 >(H1

0 (
))
2�R4

= T2n+4 � f
R


~�2
Pn

j=1 T
2
j �jdx+ T2n+4g

= �Pn
j=1 T

2
j (�j;

~�2)

であることがわかる。但し、 1 � i � nである。
また、同様に右辺と �i との内積を考えると、

< PhF (0);�
1
i >(H1

0 (
))
2�R4= (v10 ; �i)L2(
)

< PhF (0);�
2
i >(H1

0 (
))
2�R4= (v20 ; �i)L2(
)

< PhF (0);�2n+1 >(H1
0 (
))

2�R4= (ŷh1 � ~x1; ~�1)L2(
)

< PhF (0);�2n+2 >(H1
0 (
))

2�R4= (ŷh2 � ~x2; ~�1)L2(
)

< PhF (0);�2n+3 >(H1
0 (
))

2�R4= (ŷh1 � ~x1; ~�2)L2(
)

< PhF (0);�2n+4 >(H1
0 (
))

2�R4= (ŷh2 � ~x2; ~�2)L2(
)

となることがわかる。但し、 1 � i � nである。

21



そこで、 (2n+ 4)� (2n+ 4)行列G := (gij)1�i;j�2n+4を次のように定める。

gij = (r�j ;r�i)L2(
) + ((q � m̂h
11)�j ; �i)L2(
) (1 � i � n; 1 � j � n)

gij = (r�j ;r�i)L2(
) + ((q � m̂h
22)�j ; �i)L2(
) (n+ 1 � i � 2n; n+ 1 � j � 2n)

gij = �(m̂h
21�j; �i)L2(
) (1 � i � n ; n+ 1 � j � 2n)

gij = �(m̂h
12�j; �i)L2(
) (n+ 1 � i � 2n ; 1 � j � n)

gi;2n+1 = �(ŷh1 ; �i)L2(
) (1 � i � n)

gi;2n+3 = �(ŷh2 ; �i)L2(
) (1 � i � n)

gi;2n+2 = �(ŷh1 ; �i)L2(
) (n+ 1 � i � 2n)

gi;2n+4 = �(ŷh2 ; �i)L2(
) (n+ 1 � i � 2n)

g2n+1;j = �(�j ; �̂1)L2(
) (1 � j � n)

g2n+2;j = �(�j ; �̂1)L2(
) (n+ 1 � j � 2n)

g2n+3;j = �(�j ; �̂2)L2(
) (1 � j � n)

g2n+4;j = �(�j ; �̂2)L2(
) (n+ 1 � j � 2n)

gij = 0 (上記以外のi; j)

また、 (2n+ 4)次ベクトルK0 := ((K0)i)1�i�2n+4を

(K0)i = (v10 ; �i)L2(
) (1 � i � n)

(K0)i = (v20 ; �i)L2(
) (n+ 1 � i � 2n)

(K0)2n+1 = (ŷh1 � ~x1; ~�1)L2(
)

(K0)2n+2 = (ŷh2 � ~x2; ~�1)L2(
)

(K0)2n+3 = (ŷh1 � ~x1; ~�2)L2(
)

(K0)2n+4 = (ŷh2 � ~x2; ~�2)L2(
)

とし、 ~T h1 := (T 1
1 ; : : : ; T

1
n ; T

2
1 ; : : : ; T

2
n ; T2n+1; T2n+2; T2n+3; T2n+4)

T とすると

G ~T h1 = K0

と書くことができる。ここで、 Assumption 4.1.により、Gは可逆であるので

~Th1 = G�1K0 (64)

と定めることができる。

次にN 0( ~w)w; (w; ~w 2 W (n�1))について考えよう。 (62)から

[I � F 0(�)]hN
0
h( ~w)w = PhF ( ~w)w � F 0(�)Phw

であるから、

N 0
h( ~w)w = (

nX
j=1

S1j �j ;
nX
j=1

S2j�j ; S2n+1; S2n+2; S2n+3; S2n+4)

とおいて、左辺及び、右辺と �i との内積を考える。

~T h2 = (S11 ; : : : ; S
1
n; S

2
1 ; : : : ; S

2
n; S2n+1; S2n+2; S2n+3; S2n+4)

T

とおくと、左辺に関してはG ~T h2 と書くことができる。
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そこで右辺との内積を考える。まずは f : (H1
0 (
))

2 �R4 ! (L2(
))2 �R4を以下のように定義

しておく。

f

0
BBBBBBBBB@

~y1

~y2

~m11

~m12

~m21

~m22

1
CCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBB@

�q~y1 + ~m11(ŷ
h
1 + ~y1) + ~m21(ŷ

h
2 + ~y2) + m̂h

11~y1 + m̂h
21~y2 + v10

�q~y2 + ~m12(ŷ
h
1 + ~y1) + ~m22(ŷ

h
2 + ~y2) + m̂h

12~y1 + m̂h
22~y2 + v20

~m11 + (ŷh1 + ~y1 � ~x1; �1)

~m12 + (ŷh2 + ~y2 � ~x2; �1)

~m21 + (ŷh1 + ~y1 � ~x1; �2)

~m22 + (ŷh2 + ~y2 � ~x2; �2)

1
CCCCCCCCCA
�

0
BBBBBBBBB@

f1

f2

f3

f4

f5

f6

1
CCCCCCCCCA

さて、 w = (w1; w2; w3; w4; w5; w6)
T ; ~w = ( ~w1; ~w2; ~w3; ~w4; ~w5; ~w6)

T 2 (H1
0 (
))

2 �R4とおく。

< PhF ( ~w)w;�
1
i >(H1

0 (
))
2�R4= (f 01( ~w)w � f 01(�)Phw; �i)L2(
)

< PhF ( ~w)w;�
2
i >(H1

0 (
))
2�R4= (f 02( ~w)w � f 02(�)Phw; �i)L2(
)

< PhF ( ~w)w;�2n+1 >(H1
0 (
))

2�R4=
R

(1� Ph0)w1

~�1dx

< PhF ( ~w)w;�2n+2 >(H1
0 (
))

2�R4=
R

(1� Ph0)w2

~�1dx

< PhF ( ~w)w;�2n+3 >(H1
0 (
))

2�R4=
R

(1� Ph0)w1

~�2dx

< PhF ( ~w)w;�2n+4 >(H1
0 (
))

2�R4=
R

(1� Ph0)w2

~�2dx

であることがわかる。但し 1 � i � nである。

よって (2n+ 4)次ベクトルK1 := ((K1)i)1�i�2n+4を

(K1)i = (f 01( ~w)w � f 01(�)Phw; �i)L2(
) (1 � i � n)

(K1)i = (f 02( ~w)w � f 02(�)Phw; �i)L2(
) (n+ 1 � i � 2n)

(K1)2n+1 =
R

(1� Ph0)w1

~�1dx

(K1)2n+2 =
R

(1� Ph0)w2

~�1dx

(K1)2n+3 =
R

(1� Ph0)w1

~�2dx

(K1)2n+4 =
R

(1� Ph0)w2

~�2dx

と定義すると、

G ~T h2 = K1

となり、
~Th2 = G�1K1 (65)

と定めることができる。ここで各 ~T h1 ;
~T h2 は区間として計算することになるので、W

(n)
h = G�1K0+

G�1K1と決めることができる。

次は無限次元について考える。まずは ku� PhukH1
0 (
)

の評価をする。今、 uは

u =
1X
i=1

1X
j=1

Aij sin ix sin jy
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としているので、

Phu =
MX
i=1

NX
j=1

Aij sin ix sin jy

である。このとき、以下の評価を得ることができる。

Proposition 4:3:

ku� Phuk2H1
0 (
)

� 1

( �N + 1)2 + 1
k�uk2L2(
)

(66)

但し、 �N � minfM;Ngである。

proof:

k = k sin ix sin jykL2(
) とおく。

ku� Phuk2H1
0 (
)

= k
1X
i=1

1X
j=1

Aij sin ix sin jy �
MX
i=1

NX
j=1

Aij sin ix sin jyk2H1
0 (
)

= k2
1X

i=M+1

NX
j=1

(i2 + j2)2A2
ij

i2 + j2
+ k2

MX
i=1

1X
j=N+1

(i2 + j2)2A2
ij

i2 + j2

+ k2
1X

i=M+1

1X
j=N+1

(i2 + j2)2A2
ij

i2 + j2

� maxfb1; b2; b3g
1X
i=1

1X
j=1

k2(i2 + j2)2A2
ij

ここで、

b1 = max
M+1�i; 1�j�N

1

i2 + j2
; b2 = max

1�i�M; N+1�j

1

i2 + j2
; b3 = max

M+1�i; N+1�j

1

i2 + j2

また、

k�uk2L2(
) =
1X
i=1

1X
j=1

k2(i2 + j2)2A2
ij

であるから、

ku� Phuk2H1
0 (
)

� 1

( �N + 1)2 + 1
k�uk2L2(
)

を得ることができる。■

(66)から、

kT 1
?(0)kH1

0 (
)
= kF1(0)� PhF1(0)kH1

0 (
)
� 1q

( �N + 1)2 + 1
kf1(0)kL2(
) (67)

が導かれる。ここで f1(0) = �ŷh1 + (m̂h
11 � q)ŷh1 + m̂h

21ŷ
h
2 = v10 である。

同様に

kT 2
?(0)kH1

0 (
)
� 1q

( �N + 1)2 + 1
kf2(0)kL2(
) (68)
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が導かれる。ここで f2(0) = �ŷh2 + (m̂h
12 � q)ŷh1 + m̂h

22ŷ
h
2 = v20 である。

但し、 (I � Ph)F (w) � T?(w) � (T 1
?(w); T

2
?(w); 0; 0; 0; 0)とおいた。また、

kT?(w)kH1
0 (
)

2
�R4 = (kT 1

?(w)k2H1
0 (
)

+ kT 2
?(w)k2H1

0 (
)
)
1
2

である。

次に w; ~w 2W に対して、

kT 1
?
0
( ~w)wkH1

0 (
)
� 1q

( �N + 1)2 + 1
kf 01( ~w)wkL2(
) (69)

kT 2
?
0
( ~w)wkH1

0 (
)
� 1q

( �N + 1)2 + 1
kf 02( ~w)wkL2(
) (70)

を得ることができる。ここで、 (I �Ph)F 0( ~w)w � T 0?( ~w)w � (T 1
?
0
( ~w)w; T 2

?
0
( ~w)w; 0; 0; 0; 0)とおい

た。

さて、

[�] � f� 2 S?h j k�kh10(
) � �g � f0g � f0g4 � (H1
0 (
))

2 �R4

[�] � f0g � f� 2 S?h j k�kh10(
) � �g � f0g4 � (H1
0 (
))

2 �R4

と定義しておく。検証に関するアルゴリズムをまとめると以下のようになる。

Algorithm 4:4:

n = 0のとき

w
(0)
h = f0g � (Sh)

2 �R4; �0 = 0 2 R�0; �0 = 0 2 R�0

とし、W (0) = w
(0)
h � [�0]� [�0]とおく。

n � 1のとき、 0 < �� 1であるような �に対して8>><
>>:

~w
(n�1)
h = w

(n�1)
h + (

Pn
j=1[�1; 1]��j;

Pn
j=1[�1; 1]��j; [�1; 1]�; [�1; 1]�; [�1; 1]�; [�1; 1]�)

~�n�1 = �n�1 + �
~�n�1 = �n�1 + �

(71)

として、
~W (n�1) = ~w

(n�1)
h � [~�n�1]� [ ~�n�1]

に対して、 w
(n)
h ; �n; �n を次のように定義する。

8>>><
>>>:
w
(n)
h � Nh(0) +N 0

h(
~W (n�1)) ~W (n�1)

�n = sup
w; ~w2 ~W (n�1)

1p
( �N+1)2+1

(kv10kL2(
) + kf 01( ~w)wkL2(
))

�n = sup
w; ~w2 ~W (n�1)

1p
( �N+1)2+1

(kv20kL2(
) + kf 02( ~w)wkL2(
))

(72)

以上のアルゴリズムに対し、以下の定理が解の存在を保証する。
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Theorem 4:5:

9n 2 N s:t: w
(n)
h � ~w

(n�1)
h ; �n � ~�n�1; �n � ~�n�1

) 9w 2 w(n)
h � [�n]� [�n] s:t: w = F (w)

以上のアルゴリズムにより、精度保証付きで (52)の解

(��+ q)[Y ] = [Y ][M ]

を得ることができるが、第 2節における議論と同様に [M ]に対して、Gerschgorinの定理を適用す

ることにより、固有値の包み込みを得ることができる。

以上のように、多重固有値と不変部分空間の基底関数に対する精度保証を実現することができる。

4.3 数値例

数値例 1：

以下では、 q = sinx sin yとしたときの例を挙げる。 Shの基底関数の個数はM = 11; N = 11と
して、 121個の基底を使っている。また近似値を計算した結果、多重（二重）固有値の１つとして、

5.5724がそうであるかに見えた。よって、これに対して精度保証のアルゴリズムを適用する。このと

き、
反復回数=5で、

w
(5)
h � ~w

(4)
h ; �5 � ~�4; �5 � ~�4

となった。ここで、
max jw(5)

h j =3.7087e-04
max j ~w(4)

h j =3.7512e-04
であった。また、
kv10kL2(
) = 0:0026

kv20kL2(
) = 0:0040

sup
w; ~w2 ~W (4) kf 01( ~w)wkL2(
) = 0:0042

sup
w; ~w2 ~W (4) kf 02( ~w)wkL2(
) = 0:0137

であった。また

� 2 5:5724 + [�0:6260e-03; 0:6260e-03]
を得ることができた。

数値例 2：

数値例 1と同様の問題を考える。但し、基底関数の個数はM = 8; N = 8として、 64個の基底を
使った。このとき、近似値計算の結果、 10.524940396647と 10.584986363725が二重固有値である

かのように見えた。そこで、これに対し、精度保証のアルゴリズムを適用する。すると、

�1 2 10:524940396647 + [�0:5685e-03; 0:5685e-03]
�2 2 10:584986363725 + [�0:5862e-03; 0:5862e-03]
と包み込みが完全に分離され、実は二重ではなく、近接固有値であることがわかった。
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5 結果の考察と今後の課題

以上述べたように、行列の固有値に対する Rumpの方法を、楕円型固有値問題の精度保証に拡張

できた。また、数値例 2に示されるように、一見すると多重であるかのような固有値を、単純固有値
として保証付きで分離できることがわかった。

次に今後の課題であるが、最も改善しなければならないのは、計算に関するコストの削減であろう。
行列の固有値に対するRumpの方法では、うまく固有値と固有ベクトルとを 1つにまとめることに

よって、大幅なコスト削減を実現していたが（第 2節を参照）、それに習い、楕円型固有値問題に対

しても、うまくコスト削減を実現できないだろうかということが第 1の課題であるように思う。
第 2に、固有関数の包み込みについてである。上のアルゴリズムでは、固有値及び、それに伴う不

変部分空間の基底の包み込みはできているが、固有関数の包み込みはできてはいない。固有関数の包

み込みを得るためには、精度保証付きで得られた

(��+ q)[Y ] = [Y ][M ]

の [M ] =

 
[m11] [m12]

[m21] [m22]

!
において、

P�1[M ]P =

 
[�1] 0

0 [�2]

!

となるような P を見つけなければならない。しかし、これは難しい問題と思われ、別の観点からの考

察が必要であろう。
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