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序文

現在�常微分方程式の解の存在を数値的に検証する方法について�様々な研究がなされて
いる。中でも�初期値問題や境界値問題については�多くの研究者たちがその解の存在を数値
的に検証する方法を提唱している。本論文では�最近提唱された代表的ないくつかの方法に
ついて解説し�それらを方法論的見地から考察する。����によれば�数値的検証法は�方法論
的にみて次の三通りに分類することができる。

���区間解析に基づく検証法
���解析的方法に基づく検証法
�	�の両者の中間的な混合法

���������	�をそれぞれ説明すると����は数値計算に用いられる実数の区間を�関数値がその中
に含まれる全ての関数を表す関数空間の部分集合とみなすことができる�という事実を問題
の方程式の解の存在の検証に利用する方法である。この方法は�主にドイツの区間解析の研
究者たちの間でよく用いられている。
��
��の方法や������������
������がその代表的な
方法である。
これに対して����は問題の方程式に関して現われる関数や作用素のノルムを数値的に評

価して�それらの関係式がある特定の条件 �例えば� ���������	
の定理の仮定等�を満足す
ることを確かめるという方法であり�最も古くから行われている。��������の方法� �����
の方法� �����の方法がその代表的な方法である。
�	�は基本的に ���の方法に近いが�区間による関数の集合の表現を�検証手順の一部にお

いて�本質的な役割を果たす道具として利用するという方法である。 ����の方法がその代
表的な方法である。

以下�本論文の構成を述べる。
第 �章では�第 �章の準備として�第 �章で必要な主な定義や定理について説明する。
第 �章では�最近提唱された各方法を�上記の分類に従って�方法別に各節に分けてそれぞ

れ解説する。
�!�節では�初期値問題と境界値問題の解の存在と一意性について考察した後�区間法の代

表的な例として� 
��
�� �"�の方法について説明する。
次に��!�節から �!�節では�解析的方法の幾つかの例について解説する。
�!�節では� ����
 � ���������型線形境界条件及び周期的境界条件をもつ境界値問題の

解の存在について�残差 ������法を用いた近似解の計算を利用した #$�� ��%� の方法につ
いて説明する。
�!	節では�ベクトル値�階境界値問題の解の存在について�数値的アルゴリズム ��� �������

�

を用いた &���'���� ����の方法について説明する。
�!(節では� �点境界値問題の解の存在について� ����	
空間における ���������	
の

�



定理を利用した�������� ��%�の方法について説明する。
�!� 節では� � 点境界値問題の解の存在について��!� 節と同じく� ����	
 空間における

���������	
の定理を利用した ����� �)�の方法について説明する。
�!� 節では� 非線形常微分方程式の周期解の存在について� 広義 ������ 法を利用した

����� ����の方法について説明する。
�!)節では�混合法の例として� �点境界値問題の解の存在について� ����	
空間におけ

る ���������の不動点定理を利用した  ���� ��)�の方法について説明する。
第 	章では�第 �章の各方法について考察する。
最後に�本論文を完成するにあたって�御指導�御協力頂いた中尾充宏助教授�並びに山本

野人助手に深く感謝致します。

��



目 次

� 準備 �

� 各方法とその展開 �

�!� 
��
��の方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�!�!� 一般の初期値問題の解の存在と一意性 � � � � � � � � � � � � � � � � � )

�!�!� 一般の境界値問題の解の存在と一意性 � � � � � � � � � � � � � � � � � "

�!�!	 一般の初期値問題の解の包み込み � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�!�!( 大域的誤差の評価方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�!�!� 一般の境界値問題の解の包み込み � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

�!�!� 数値的検証例 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

�!� #$��の方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

�!�!� 解の存在とその包含に関する定理 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

�!�!� 近似解 �と定数 �の計算方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�!�!	 定数 �と �+の計算方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�!�!( 数値的検証例 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

�!	 &���'����の方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

�!	!� �����,��
�を用いた問題の変換 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

�!	!� 解の存在とその包含に関する定理 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�

�!	!	 -. �$/������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	*

�!	!( 数値的検証例 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (%

�!( ��������の方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (%

�!(!� 境界値問題の定式化 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

�!(!� ��
����0���の定理の定数の計算方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � (	

�!(!	 数値的検証例 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

�!� �����の方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

�!�!� 境界値問題の定式化 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ()

�!�!� ��
����0���の定理の定数の計算方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ("

�!� �����の方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�!�!� 問題の定式化とその展開 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�!�!� 数値的検証例 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

�!)  ����の方法 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

�!)!� 境界値問題の定式化 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

�!)!� ���
��
/と検証条件 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

�!)!	 計算機上の検証条件 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���



�!)!( 一意性について � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

�!)!� 数値的検証例 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� 考察 ��

�



������� �

準備

この第 �章では�次の第 �章で取り扱う各方法を解説するのにあたって�その第 �章で問
題を定式化したり�補題や定理等を証明する際�適用する主な定義及び定理について説明する
ことにする。また�それらの定理の証明は�参考文献を挙げるだけにとどめて�ここでは行わ
ないことにする。

���	
�
�	 � 集合 �に対して� ���� を �のコンパクトでない測度とする。次に� �を
����	
空間とし� �上の作用素 � 1 � �� �に対して� その定義域を  �� �と表すことに
する。
このとき�作用素 �が次の �つの条件を満足するとき� �を ���������	 �
���
��と呼ぶ。

��� �は有界連続である。
��� ���� ! %である  �� �内の有界集合� �  �� �に対して�

��� ���� " ����

が成り立つ。

���	
�
�	 � 集合�と �に対して��が �に 強く含まれる とは��の閉包が �の内点に
含まれるときをいう。即ち�

� � �
�

が成り立つときをいう。このとき��と �の関係を��
�� �とかく。


�����
�
�	 � � ����についての性質�
��#������� �!�で定義した ����に対して�次の ��� � �"�が成り立つ。ただし�記号�は集
合�の閉包を� 	����は�の凸包をそれぞれ表すものとする。

��� ��$� 2 % � $は空集合を表す記号�
��� ���� 2 % �� �は相対コンパクト集合である。
�	� % � ���� � ���
 ��� �ただし� ���
 ���は集合�の直径を表すものとする。�
�(� 集合�と �に対して�次が成り立つ。

� � � 2� ���� � ����

��� ��� 3�� � ���� 3 ����
��� ��%�� 2 	%	���� #�� 
 % � � �� 2 � �� ��

�



�)� ���� 2 ����

�*� ��
��
���

��� 2 ��4������& ���& �����

�"� ���� 2 ��	����� 2 ��	�����

�証明� ��"�を参照。�


�����
�
�	 � ����������	 �
���
��の性質�
��& � � ��を ����	
空間とし�集合  � �をその領域とする。更に�次の ��� � �	�が成り
立つと仮定する。

��� 作用素 �と 'は�  から �への写像である。即ち�

� 1  � � �� �

' 1  � � �� �

��� �は� � � 	������	����である。即ち�

��(��)� � ��(� )� #�� 
 (& ) �  & � � �%& ��

�	� 'は�コンパクト作用素である。
このとき�作用素 � 3 'は ���������	 �
���
��である。
�証明� *��+������� �!�を用いて証明できる。詳細は���"�を参照。�


�����
�
�	 � �,�������の不等式�
関数 -& .& �を区間 / � ��& 0� 上の連続関数とする。区間 /上で� 任意の � � /に対し
て� ���� ! %であり�不等式

-��� � .��� 3
� �

�
����-�����

が成り立つと仮定する。
このとき�区間 /上で次の不等式が成り立つ。

-��� � .��� 3
� �

�
����.�����4,

� �

�
������
��

�証明� ���を参照。�

������� � �����	
の不動点定理�
��& � � ��を � � �をノルムとする����	
空間� 1 � �を�の閉集合�作用素 �を 1から 1へ
の写像とし� � �1� � 1が成り立つと仮定する。更に� �は 1上 ��+�	
��2連続であると仮定す
る。即ち�

��(� �)� � ��(� )� #�� 
(& ) � 1 �ただし& % � � � ��
このとき� �は 1内に唯一つの不動点をもつ。
�証明� ��"�を参照。�

������� � ��	
�����の不動点定理�
�を ����	
空間� � � �を�の凸閉集合�作用素 �を�から�へのコンパクト連続な写像
とする。このとき� �は�内に不動点をもつ。
�証明� ��"�を参照。�

	



������� � ����������の不動点定理�
�を ����	
 空間� � � �を �の空でない有界凸閉集合� 作用素 �を �から �への ����
������	 �
���
��とする。このとき� �は�内に不動点をもつ。
�証明� ��"�を参照。�

������� � ����������	
の定理�
�と 3を ����	
空間�  � �を �の凸開集合�非線形写像 4を  � �から 3への '�級写
像� 4の 4�5�	
��微分をそれぞれ 4 �� 4 ��で表し� (� �  と仮定する。更に�次の条件 ��� � ���

が成り立つと仮定する。
��� �4 ��(�����が存在する。
��� �(� � (�� � 5 が成り立つような正定数5が存在する。ただし�

(� � (� � �4 ��(���
��4 �(��

とする。
��� ��4 ��(������ � �が成り立つような正定数 �が存在する。
��� 正定数 �に対して�球 �(� (�� � � 内の任意の点 (に対し� �4 ���(�� � 6
が成り立つような正定数 6が存在する。

��� 正定数 
 � 5 � � � 6に対して� 
 " �
�
が成り立つ。

��� 正定数 �� � �������
�
に対して� �� � � が成り立つ。

このとき�方程式 4 �(� 2 %は球 �(� (�� � �� 内に一意な解 (�をもつ。更に� ������法

(��� 2 (� � �4 ��(�����4 �(��

は� � ��のとき�点 (�に収束する。
�証明� ���を参照。�

������� � *を多項式とし�その次数 ��� * が次の関係式を満たすものとする。

��� * � � " 


この多項式 *に対して�

	* �(��	 � � � (� � ��6 �7� �
�


8 � 7 2 �& ���&
 � �

が成り立つとき�次の不等式が成り立つ。

	* �(�	 � �

��6 	�
�


� ( � ���& �� �

�証明� �	�を参照。�

最後に�区間解析に関する基本的な性質を述べて�この章の結びとする。証明については�����
を参照。

� � �である実数 �と �に対して�区間 ��& ��は次で定義される。

��� � ��& �� � � ( � � 	 � � ( � � 


(



特に� � 2 �のとき� ��� 2 � � � 2 �である。
次に�二つの区間 ���と �0�の演算は�次で定義される。

��� � �0� � � � � 0 	 � � ���& 0 � �0� 

� � � �3&�& �& 9

% �� �0� #�� � 2 9

具体的には�区間の加法 3�減法 ��乗法 ��除法 9は�それぞれ次で定義される。������
�����

��� 3 �0� 2 ��3 0& �3 0�

���� �0� 2 ��� 0& �� 0�
��� � �0� 2 ���
��0& �0& �0& �0�&��4��0& �0& �0& �0��

���9�0� 2 ���
��90& �90& �90& �90�&��4��90& �90& �90& �90��

また�三つの区間 ���& �0�& �	�に対して�次が成り立つ。
��� ��� 3 �0� 2 �0� 3 ���

��� ���� 3 �0�� 3 �	� 2 ��� 3 ��0� 3 �	��& ���� � �0�� � �	� 2 ��� � ��0� � �	��
�	� ��� � �0� 2 % �� ��� 2 �%& %� �� �0� 2 �%& %�

�(� ��� � ��0� 3 �	�� � ��� � �0� 3 ��� � �	�
��� � ��0� 3 �	�� 2 ��� � �0� 3 ��� � �	� �# 0	 � % #�� 
 0 � �0�& 
 	 � �	�
:��0� 3 �	�� 2 :�0� 3 :�	� #�� 
 : � �

最後に�区間 ���の幅 ������と二つの区間 ���& �0�間の距離 ;����& �0��は�それぞれ次で定義さ
れる。

������ � �� �
;����& �0�� � ��4� 	�� 0	& 	�� 0	 


�



������� 	

各方法とその展開

��� �����	の方法

文献 �*���"�に従い� 
��
��の方法を以下で解説する。


��
��の方法で対象としているのは�初期値問題と境界値問題である。初めに�初期値問題
及び境界値問題について�その定義を一般的に与えておく。
初期値問題 �

�� 2 #��& ��

����� 2 ��
�����

ここで� #は ����の開集合である  � ����から ��への関数であり� ��は点 �� � ��におけ
る関数 �の初期値である。また�このとき� ���& ��� �  である。
境界値問題 �

�� 2 #��& ��

������& ��0�� 2 %
�����

ここで� #は ��& 0�� から ��への関数であり�  は ��の開集合である。また� �は  � か
ら ��への境界条件を表す関数である。

境界値問題には次のような境界条件の種類がある。
��� ������& ��0�� 2 ����� �� �初期条件�
��� ������& ��0�� 2 <����3���0� 3 	 �<&� ������� �線形境界条件� �	� ������& ��0�� 2
��0�� ���� �周期的境界条件�

�(� ������& ��0�� 2

�
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�	� � �& � � �& � � ��

�分離的境界条件�
ここに現れている境界条件は全て ��� の特別な <&� � ����� を適当にとることで決ま

る。例えば� �	� の場合� < 2 /& � 2 �/& 	 2 % � / � �����は単位行列）� ととった場合
となる。また� ��� によって�初期値問題は境界値問題に含まれることもわかる。
以下では���!��と ��!��の各々の場合について�解の存在と一意性について考察し�引き続い

�



て�解の包み込みの方法について考える。

����� 一般の初期値問題の解の存在と一意性

次のような初期値問題について考える。
�

�� 2 #���

����� 2 ��
���	�

ここで� #は ��の開集合  � ��から ��への +回連続微分可能な関数である �ただし� +は
�以上の自然数とする。�。即ち� # � '�� &���である。また� �� �  は�点 ��における関数
�の初期値である。

関数 # の連続性から���!	�は次のように同値変形することができる。

���� 2 �� 3
� �

��

#��������

初期値問題 ��!	�の解が作用素 �の不動点となるように�次のように �を定義することにする。

������� 2 �� 3
� �

��

#��������

このとき� �の不動点が初期値問題 ��!	�の解となる。問題は� ����	
の不動点定理を適用
するのに必要な部分集合 1を構成することである。この 1を構成するために�次のような区
間 =とノルム � � � を導入する。

= � ���& �� 3 
� � � �
 ! %�

� � =
ノルム ������� 2 ��4

���
	 ����� 	に対して&

������ � ��4
���

���
������
������� �: ! %�

関数空間 '�=&��� は�ノルム � � �� に関して ����	
空間をなす。不等式 ��
�������� �
������ � ������� によって� � � �� と � � � は同値であるので� '�=&��� はノルム � � � に関
しても ����	
空間をなすことがわかる。そこで�次のように 1 を構成することにする。
区間 ���� 2 ���& ��� �  に対して�

1 � � � � '�=&��� 	 �� � ���� � �� #�� 
 � � = 


このように 1を定義すると�明らかに任意の � � 1 に対し� ���� � ���� である。また� 1は �
の閉部分集合であり� #の滑らかさから� # は区間 ���� 上で ��+�	
��2連続となる。即ち�

�#�(�� #�)��� � ��(� )�� #�� 
 (& ) � ����

そこで� : 2 �
�
ととれば� �が 1上で ��+�	
��2 連続であることが次の ��

� �!� で示さ

れる。

����� � 集合 1 2 � � � '�=&��� 	 �� � ���� � ��& � � = 
 � #の ��+�	
��2定数 �に対
して� : 2 �

�
とすると� � は 1上 ��+�	
��2連続である。

)



�証明� � 2 � に限り証明する。 � � �の場合も同様である。
任意の (& ) � 1 に対して�

��(� �)� 2 ��4
���

��
�
�
�������

� �

��

�#�(����� #�)���������

� ��4
���

��
�
�
������

� �

��

�#�(���� #�)�������

� ��4
���

��
�
�
������

� �

��

��(� )����

2 ��4
���
��

�

� %�(� )�� �ただし& % � ���� ���& % � �%& �
� �

2
�

�
�(� )� �% "

�

�
" ��

従って� ��(� �)� � ���(� )� ��� 
 (& ) � 1 �ただし& �� � �
�
� �

作用素�は1から1自身への写像であることは次の�
����
 �!�の証明からわかるので� ��

� �!�
より �は����	
の不動点定理の仮定を満たすことがわかる。これによって�初期値問題 ��!	�
の解の存在と一意性に関して�次の �
����
 �!�が成り立つ。

������� � �初期値問題の解の存在と一意性�
初期値問題 ��!	�に対して�区間 ���������が�それぞれ

���� �  � ��

���� � �� 3 �%& 
� � #������ � ���� ��!(�

を満たすとき�初期値問題 ��!	�は区間 =上で一意の解 �� 2 �����をもち� �� � ����である。
更に� �� � ����も成り立つ。
�証明� 任意の � � 1 をとると� � の定義から�任意の � � =に対して�

������� 2 �� 3
� �

��

#��������

� �� 3
� �

��
#��������

2 �� 3 #���
��� � ��� ���

� �� 3 #���
��� � �%& 
�

2 ����

� ����

よって� ������� � ���� ��� 
 � � = ���

� � 1 は任意であったので� � は 1 から 1 自身への写像となる。
ここで ��

� �!�の証明より� �は縮小写像であることがわかる。
従って� ����	
の不動点定理より� ��� 2 �� となる 1内の点 �� � 1が唯一つ存在する。
よって ��� より� �������� � ����である。
また条件 ��!(�から� �� � ���� � ����である。 �

������ � # � '� &��� だから�初期値問題 ��!	�の解は �に関して �+3 ��回連続微分可
能で�初期値 �� に関して + 回連続微分可能である。
条件 ��!(�は初期値問題 ��!	�の区間 = 上の解の存在と一意性を保証している。しかしなが
ら� 
 ! %の値が大きい可能性があるので�不十分である場合が多い。

*



����� 一般の境界値問題の解の存在と一意性

境界値問題 ��!��の解の存在と一意性について必要な�解の孤立性について定義すること
にする。このとき�この定義を成り立たせるために必要な� #が �に関して �回連続微分可能
で�関数 � 2 ��+& ;� が 各変数 �+& ;� に関して �回連続微分可能であることを仮定する。

���	
�
�	 � �解の孤立性�
境界値問題 ��!��の解 � 2 ����が孤立している �孤立解をもつ�とは�方程式

�
����� 2 <������� � � ��& 0�

������ 3����0� 2 %
�����

が自明な解 ���� 2 %しかもたないときをいう。ただし�各 <���������は次で定義するものと
する。����

���
<��� � ��

��
��& �����

�� � ��
��
�����& ��0��

�� � ��

��
�����& ��0��

ここで�解の孤立性に関して�次の ��

� �!�が成り立つ。

����� � 行列方程式�
1���� 2 <���1��� �� � � � 0�
1��� 2 / �/ ������は単位行列�

の基本解行列 1��� � ����� に対して� 行列 � � �� 3 ��1�0� が正則行列ならば� 方程式
��!��は自明な解 ���� 2 %しかもたない。即ち�境界値問題 ��!��の解は孤立している。
�証明� 方程式 ��!��の基本解行列が 1���であるから� ���� 2 1���' �'は ��の任意のベク
トル�とかける。
よって� 1��� 2 /となる ����をとると� ���� 2 'である。
従って� ���� 2 1�������
� 2 0のとき ��0� 2 1�0�����であるから�

������ 3����0� 2 ������ 3��1�0�����

2 �����

��!��より� ����� 2 %
仮定より� ���� �2 %だから� ���� 2 %
よって� ' 2 ���� 2 %
ゆえに� ���� 2 1���' 2 % �

次に� 境界値問題 ��!�� の解を求めるのに���!�� を同値な初期値問題に変換して� ����
��	
��
��� を適用する。����
��	 ��
��� には� ���
�� ����
��	 ��
��� と ���
�
�� ����
��	
��
���があり�各々の場合にわけて考えることにする。
����
�� ����
��	 ��
���の場合�
次のような初期値問題を考える。

�
�� 2 #��& �� � � ��& 0�

���� 2 � � �  �����

"



初期値問題の解の存在と一意性から���!��には解が存在して�かつその解 ���7 ��は一意であ
る。初期値問題 ��!��の解が境界値問題 ��!��の解であるためには��	!��の境界条件を満足す
ればよい。即ち� � �  は次の条件 ��!)�を満たせばよい。

4 ��� � ���& ��07 ��� 2 ������& ��0�� 2 % ���)�

従って�

境界値問題 ��!��の解が ������
�
初期値問題 �����の解が ���7 ��
���7 ��は ���)�を満たす

����
�
�� ����
��	 ��
���の場合�
この場合�区間 ��& 0�が
個の部分区間に細分されている。即ち�

� � �� " �� " �� " � � � " �
�� " �
 � 0

各々の区間 ���& ����� �� 2 %& �& �& ���& 
� ��上で�次のような
個の初期値問題を考える。
�
��� 2 #��& ��� � � ���& �����
�� 2 �� �� �  ���*�

初期値問題の解の存在と一意性から���!*�には解が存在して�かつその各解 ����7 ���は一意で
ある。初期値問題 ��!*�の解が境界値問題 ��!��の解であるためには�次の条件 ��!"�を満た
せばよい。

4 ��� 2
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ここで� � 2 ���& ��& ���& �
� �  
��& 4 ��� � ���
���である。
従って�

境界値問題 ��!��の解が ������

����
���

個の初期値問題 ���*�の各解が ����7 ���
�� 2 %& �& �& ���& 
� ��
その各解 ����7 ���が ���"�を満たす

ここで�以上のことに関連して�境界値問題 ��!��について�次の �
����
 �!�が成り立つ。

������� � 次の条件 �<�������'�が成り立つと仮定する。
�<�境界値問題 ��!��は孤立解 ���� � '��& 0� をもつ。
��� �� � � ��& �� 	 � � ��& 0�& �� � ����� � > �> ! %� 
 に対して�
#��& �� � '�����である。

�'� ?� � � �+& ;� 	 �+� ����� � >& �; � ��0�� � > 
 に対して�
��+& ;� � '��?��である。

更に�関数 #は�変数 �に関し� ��上 ��+�	
��2連続であると仮定する。
このとき�次の �����0���	�が成り立つ。
��� 4 ��� � '����である。
�0� 4 ���� 2 % ��� �� 2 ���� ����
�� ����
��	 ��
���の場合�

�%



4 ���� 2 % ��� �� 2 ������& ���& ���
�� ����
�
�� ����
��	 ��
���の場
合�

�	� 4 ����の =�	�0�行列 =����は正則行列である。

�証明� ���これを証明するのに�次の ��

� �!	を用いる。

����� � �
����
 �!�の条件 �<�����が成り立ち� #が �に関して ��上 ��+�	
��2連続で
あると仮定する。更に�定数�� �を次で定義する。�

� 2 >��������

� 2 �� 	 ������ �� " �
 � ��

このとき�任意の � � � に対して� 境界値問題 ��!��は �� 内に一意の解をもつ。更に�その
一意の解 ��07 ��に対して� ��07 �� � '����であり�かつ ,��7 �� � ����	��

��
と定めるとき�次が

成り立つ。�
,���7 �� 2 �

��
#��7���7 ���,��7 �� � � � ��& 0� �

,��� � ,��7 �� 2 / �/ ������は単位行列�

�証明� ���を参照。�

��

� �!	より���!��の ��内の解 ��07 ��に対して� ��07 �� � '����である。
よって���!"�より� 4 ��� � '���� �

�0�����
�� ����
��	 ��
���の場合�

4 ���� 2 ����& ��07 ����

この場合 �� 2 ����だから� 4 ���� 2 ������& ��07 ���� 2 %

����
�
�� ����
��	 ��
���の場合�
�� 2 ������& ���& ���
��に対して� 4 ���は ��!"�のようにかけている。

��!*�より� ����� 2 �� �� 2 %& �& ���& 
� ��だから��������
������

����7 ���� �� 2 %
���

���
��7 �
���� �
 2 %

����& �
� 2 %

よって� 4 ���� 2 % �
�	�����
�� ����
��	 ��
���の場合�
4 ��� 2 ���& ��07 ���に対して�

=���� 2 ��

��
2 ��������	���

��

��

��
3 ��������	���

��

��

��

2 ��������	���
��

��
��
3 ���������	���

��

����	��
��

2 ��������	���
��

/ 3 ��������	���
��

,�07 ��

この場合� �� 2 ����だから�

=���� 2 =������ 2 �����������	������
��

3 �����������	������
��

,�07 �����

2 �� 3��1�0�

2 �

��

� �!�より� ���� �2 %であり�従って行列 =����は正則行列である。
����
�
�� ����
��	 ��
���の場合�

��



��!"�より�

=���� 2 �� ����
���

2 4 �����

2

�
															


������	���
���

�/ % % � � � % %

% ������	���
���

�/ % � � � % %

% %
� � �

� � �
���

���
���

���
� � �

� � �
���

���
���

���
� � � �/ %

% % � � � � � � � � � ��������	�����
�����

�/
���������

���
% � � � � � � � � � % ���������

���

�
���������������



 2�のときは� ���
�� ����
��	 ��
���の場合で示されている。
一般の
の場合 �
 � ��

���=���� 2 �������������
���

��������	�����
�����

� � � ������	���
���

3 ����
����
���������
���

�

2 �������������
���

��������	�����
�����

� � � ������	���
���

3 ���������
���

�

ここで�
����	��
��

2 ��������	�����
�����

�����
��

2 ��������	�����
�����

����������	�����
�����

�����
��

2 � � �
2 ��������	�����

���

����������	�����
�����

� � � ������	���
���

よって� ���=���� 2 ���� �2 % �

����� 一般の初期値問題の解の包み込み

この節で�初期値問題の解の包み込みの方法を確立する。その手順として�以下のように
解の表現のし方を考えることにする。まず�初期値問題 ��!	�を考え�これを陽的一段階法で
解くものとする。このとき�幅 
 ! %を十分小さくとり�格子点を �� � ��3 @ �
 �@ 2 %& �& �����
陽的一段階法の関数を8 2 8���とするとき�点 � 2 ��での初期値問題 ��!	�の解 �� � �����
は次のように表現できる。

���� 2 �� 3 
8���� 3 2��� �@ � %� ����%�

ここで� 2���は区間 ���& �����で生じる局所誤差を表すものとする。
��!�%�は解��が真の解であるときの����の正確な表示であり�そのときの局所誤差 2��� �@ � %�
は一般に未知であるが� 2� 2 ��と定めることにする。目的は�初期値問題 ��!	�の解を包み込
む方法を確立することである。そのための準備として�まず解の表示 ��!�%�を変形する。

��!�%�より�ベクトル 2�& 2�& ���& 2���を独立変数とみなすと� ����はこれらの関数として表現で
きる。即ち�

���� 2 �����2�& 2�& ���& 2����

ここで�関数8が�に関し連続微分可能であると仮定すると� ����は �@3��個の変数 2�& 2�& ���& 2���
の連続微分可能な関数となる。
よって�点 ���& ��& ���& ����� � �������を固定すると� ��)���の定理より� ����は次のように表現

��



することができる。

���� 2 9�������& ���& ����� 3
����
���

A�����:2�

A2�
�2� � ���

� :2 2 ���& ���& ����� 3 B��2�& ���& 2����� ���& ���& ������
�ただし& % " B " ��

������

ここで ��!�%�より�

9�������& ���& ����� 2 9�����& ���& ����� 3 
8�9�����& ���& ���� 3 ����
9���� 2 9�� 3 
8�9��� 3 ����

また 2�のとり方を� 2� 2 ��とすると 2� 2 �� 2 9�� 2 �� となる。
まず���!���の導関数を ��!�%�から帰納的に計算する。

�� � � @のとき
連鎖律を用いて�

������������������

���
2 �

���
����2�& ���& 2�� 3 
8����2�& ���& 2��� 3 2����

2 ��������������

���
3 
�
���������������

���

��������������

���

2 �/ 3 
8������
���

���
� 8�����は8の 4�5�	
��微分�

�� � 2 @ 3 �のとき
������������������

���
2 ������������������

�����

2 �
�����

����2�& ���& 2�� 3 
8����2�& ���& 2��� 3 2����

2 / � / ������は単位行列�

��� ��より�
A����
A2�

2

�
�/ 3 
8������

���

���
�� � @�

/ �� 2 @ 3 ��
������

ここで�簡便のため�次の略記法を使うことにする。��
� <� 2 / 3 
8�����
<����� 2 ���������

���
�� � @ 3 ��

この略記法を用いると���!���より�

<����� 2

�
<�<��� �� � @�
/ �� 2 @ 3 ��

��!���から帰納的に計算すると�

<����� 2 <�<��� 2 <��<���<������ 2 � � � 2 <�<���<�

以上のことから���!���を変形すると�
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よって�

���� 2 9�� 3 
8�9��� 3 <�

��
���

<����2� � ��� 3 2��� ����	�

この表示 ��!�	�を用いて�初期値問題 ��!	�の解 ����の包み込みの方法を確立する。手順は�
次の ��� � ���から構成されている。目的は�区間 �����& ��� �@2����!!!�上の解の包み込み ����

が既知であるとき�次の区間 ��� & �����上の解 ����の包み込み ������をよりよく達成すること
である。

���区間 ���& �����上での解 ����の粗い包み込み �������の評価方法
ここでは� 区間 �����& �� � �@2����!!!� 上の解 ���� の包み込み ���� が既知のとき�次の区間

��� & �����上の解 ����の粗い包み込み �������を評価する。
区間上 ��� & �����の初期値問題と同値な積分方程式を用いると�次のように ����を評価するこ
とができる。

���� 2 �� 3
� �

��

#�������� � ���� 3
� �

��

#�����������

� ������� 3 �%& 
� � #���������

ここで� ������� � ��� �3�%& 
��#��������� � �������が成立すれば� �
����
 �!�より�区間 ��� & �����
上の解の存在と一意性が保証され� ���� � �������である。
しかしながら� ������� � ������� が成立しない場合は� 次の �������

 を実行することによっ
て� �
����
 �!�の条件 ��!(�を満足させることができる。

��������

�

���最初に� ��� � � �������が成立するように �������を適当にとる。
��� ���の �������に対して�任意の C ! %をとり�

�������� ��� 3 C��������� C�������


とする。
�	� ���で求めた �������に対して�

�������� ���� 3 �%& 
� � #���������

とする。
�(� �	�で求めた �������に対して�
������� � �������であるならば� �������� �������として����に戻る。
������� �� �������であるならば� �������

終了。

このようにして�区間 ���& �����上の解 ����の粗い包み込み �������を評価することができる。
�0�区間ベクトル �2����の評価方法
���で求めた �������を用いて� �2����を評価する。

用いる一段階法の関数8によって形は異なるが� �2����は次のように �������の関数として表現
できる。即ち�

�2���� 2 ;���
�
�����

このようにして�区間ベクトル �2����を評価することができる。

�(



�	�区間ベクトル �<��と ������の評価方法
まず�既知である区間 �����& ���上の解 ����の包み込み ����を用いて�区間ベクトル �<��を

評価する。これは���!���より <� 2 / 3 
8
�����だから� �<� � 2 / 3 
8

����� ��と評価できる。
この �<�� 用いると��0� によって� 区間ベクトル �2���� は評価されるので���!�	� より� 値

9�� 3 
8
��9���が評価できれば�次のように ������を評価することができる。

������ 2 9�� 3 
8�9��� 3 �<� �
��

���

�<������2��� ��� 3 �2����

2 9�� 3 
8�9��� 3 �<� �
��

���

�<�����<���� � �<����2��� ��� 3 �2����
このようにして�区間ベクトル �<��と ������を評価することができる。

���区間 ��� & �����上での解 ����の粗い包み込み �������の評価向上方法
�	�で求めた ������を改めて ������� ととると��0���	�を必要に応じて繰り返し反復するこ

とができる。こうして求めた �������は����の �������の評価の向上につながる。区間ベクトル
�2����は �������を用いて評価されているので��0�での評価が向上する。従って��	�の ������の
評価も向上する。

���点 ���� � �2����の取り方
�	� の評価で必要な値9�� 3 
8��9��� を評価するために� 点 ���� � �2���� をうまく選ん

で� 9���� 2 9�� 3 
8��9��� 3 ����を評価する。通常は�点 ����を �2����の中点にとる。
以上の ��� � ���によって�区間 �����& �� � �@2����!!!�上の解の包み込み ����が既知である

とき�次の区間 ��� & �����上の解 ����の包み込み ������をよりよく達成することができる。例
えば�初期値問題 ��!	�を区間 ��& 0�上で考え��!�!�節の ���
�
�� ����
��	 ��
���を適用した
場合�この包み込みの方法を用いると�次のようになる。
初期値 ��は既知であるので�これを粗く包み込むことができる。これから�初期区間 ���& ���

上の解 ����の粗い包み込み �����が得られる。そして�この節の包み込みの方法を繰り返して
適用すると�解 ����を区間 ��& 0�全体上で包み込むことができる。こうして�初期値問題の解
の存在と�その解の包含を検証することができる。

����� 大域的誤差の評価方法

前節では�区間 �����& ���上の解 ����の包み込み ����を用いて�次の区間 ���& �����上の解 ����
の包み込み ������ を評価する方法について説明した。この節では� この区間ベクトル ������

を�できる限り良く評価する方法について説明する。目的は�区間 ���& �����上の大域的誤差�
即ち�真の解 ����と近似解9����との差 ����を良く評価することである。つまり� ����をできる
限り小さく評価することである。まず�これらの関係を示すと���!�	�より次のように表現で
きる。 ����

���
���� 2 9���� 3 ����

���� 2
����
���

<������2� � ��� 2 <��� 3 �2��� � ����� ����(�

この ��!�(�を評価する方法について�以下のように考えていく。
���評価方法 � �

���� 2 �2��� ��
������ 2 �<���2�� 3 �2����� ���� ������

��



��!���のように�逐次 ������を評価する方法は�計算が簡単であり�累積誤差が少ないという
利点がある。しかしながら�十分な評価へとつながる場合が少ない。例えば�調和振動子の方
程式 ������3 ���� 2 %の場合�回転を表す行列<�によって� ��が各成分で同じ区間幅をもてば�
結果として得られる ������の各成分の区間幅が�因数 	 ��6 � 	 3 	 6�
 � 	のために指数的に増
大する可能性がある。従って�この評価方法は改善する余地がある。これを次のように行う。

���������
��������

�� 2 /�/ ������は単位行列�& �:��� 2 �2��� ��に対して&
�� � ���:���をとる。
適当な正則行列 ���� ������ �@ 2 %& �& ����に対して&
�:����� 2 ��

��
����<����� 3�

��
�����2����� �����とする。

���� � �:�����をとる。

������

��!���によって� ����を正則行列����と区間ベクトル �:�����とで評価をする。しかし� ���� 2

/ �@ 2 %& �& ����であるならば���!���の特別な場合となって�不十分な評価となり得る可能性が
ある。

���評価方法 �

評価方法 �の ��!���において� ���� � �<� ��� �@ 2 %& �& ����ととる。

この場合も� ���� 2 / �@ 2 %& �& ����であるならば���!���の特別な場合となる。もちろん� ����

が正則行列でなければ�この評価は成立しない。また�この評価方法では�行列����を慎重に
とる必要がある。これは�次の理由からである。
��行列 ����を正則行列にとり�かつ ����の条件数が少なくなるようにとらねばならない。
��逆行列 ���

���の各成分が大きくならないように�行列 ����をとらねばならない。

��は評価方法 �と同じ理由からである。これを�次の評価方法 	で克服する。

�	�評価方法 	

まず�正則行列 9���� � �<� ���をとる。 9����は正則行列だから�次のように�直交行列 9?���

と上三角行列 9D���とに一意に分解することができる。
�
9���� 2 9?���

9D���

���� 2 9?���

����)�

��!�)�によってとった ����は正則行列かつ直交行列であるから�条件数は �であるので�上
記の ��� ��を満足するものである。この ����に対して���!���の評価を行うとよい。

������ � 評価方法 ��!���の結果が二通り得られた場合� ������の評価の向上方法について
述べる。
今�評価方法 �	!���の結果が二通り得られたと仮定する。即ち����������

��������

�� 2 /�/ ������は単位行列�& �:��� 2 �2��� ��に対して&
�� � ���:���をとる。
適当な正則行列 ���� ������ �@ 2 %& �& ����に対して& ���

�:����� 2 ��
��
����<����� 3�

��
�����2����� �����とする。

���� � �:�����をとる。

��



���������
��������

'� 2 /�/ ������は単位行列�& �::��� 2 �2��� ��に対して&
�� � '��::���をとる。
適当な正則行列 '��� ������ �@ 2 %& �& ����に対して& �0�

�::����� 2 �'
��
����<� �'�� 3 '

��
�����2����� �����とする。

���� � �::�����をとる。
このとき� ������は次のように二通りに評価できる。
���� 2 ����:���� 2 '���'

��
�������:���� � '�����'��

���������:������ �	�

���� 2 '���::���� 2 �����
��
���'���

::���� � �������
��
���'�����::������ ���

�������より� ���� � ������:����� � ����
���'�����::������ ���

�������より� ���� � '�����::����� � �'��
���������:������ ���

結果として����と ���の共通部分をとれば� ������をより狭い区間に評価することができる。

�(�評価方法 (

区間ベクトル ����の幅 �������に対して� ������� ! ���2���であるとき�有効な評価方法が
ある。これは�以下のような方法である。
まず���!�(�を次のように表現しなおす。

�������
������

���� 2 9���� 3 '����2� � ��� 3 9����
9���� 2

����
���

<������2� � ��� 3 �<����� � '�����2� � ���
'� 2 / �/ ������は単位行列�& '��� � �<��'�

����*�

このとき�区間ベクトル ������は次のように評価することができる。

������ 2 9���� 3 '�����2��� ���� 3 �9�����

ここで� �9�����の評価に対しては�前記の D�
��� �!�の評価が適用できる。この評価方法で
は� ������� ! %のとき�評価方法 �とは異なる評価が得られ�行列 '���が正則行列でない場合
も適用できるという利点がある。ただし� �2�� 2 ��のときは評価方法 �と同じ評価となる。

計算機上の区間演算では次の区間ベクトルを評価する。ただし� �3������は�それぞれ計算機上
の浮動小数点演算の加法�減法�乗法を表すものとする。

������ 2 9���3 
�� �8�9�����3 �2����

ここで�任意の浮動小数点数9���� � �9�����をとって�次を定義する。

�92���� � �9������� 9����

区間ベクトル �2����� ����を �92����で代用して�点 ����は次で定義する。

���� � 9���� � 9�� � 
8�9���

このように計算を行うと���!������!�	����!�(�の9����と8�9���の丸め誤差が小さくなるとき�区
間幅 ���9������が小さくなる。従って�区間幅 ���92�����が小さくなる。

�)



����� 一般の境界値問題の解の包み込み

境界値問題の解の存在と一意性については��!�!�節で示した。この節では�境界値問題 ��!��
の解 ��の包み込み ����を求める方法を説明する。この ����を求める �������

は�次のよう
な区間版 ������法である。

��������

�

���解 ��を含む区間 ����を適当にとる。
���点
� � ��� �を固定して �ただし� Eはこの �������

の反復回数と
する��

�:������ 
� � �,� �4 �
��

とする。ただし�
�,� � � � �4 ������� 	 � � ��� � 


�	� �:����� � ��� �ならば� ������� �:�����として ���に戻る。
�:����� �� ��� �ならば� �� 3 C��:������ C�:����� �ただし� C ! %�として ���

に戻る。もしくは� �������

終了。

ここで��!�!	節の�������

によって����の区間ベクトル ����は�小さく評価することができる。
また����では� �,� �を計算せねばならないが� �
����
 �!�の �	�の証明中の =���� 2 4 �����
を任意の � � ��� �に対して包み込めばよい。更に��	�では� �������

を以下のようにして向
上させることができる。

������� �:����� � ��� �
以上から�境界値問題 ��!��の解の包み込みを達成することができる。

����� 数値的検証例

次のような境界値問題を考える ���� ��� ���方程式�。
����
���
��� 3 C��� � ���� 3 � 2 %

���%� 2 ����
�
� 2 %

��%� 2 ����
�
�

����"�

C 2 %��に対して� 
��
��の方法を適用すると� ��%� � ���%%%�%	")")	& ��%%%�%	")"")�&
�

�
� �	��(	����%& 	��(	������であるという検証結果が得られている。

��� 
��
の方法

文献 ��%�に従い� #$��の方法を以下で解説する。

次のような境界値問題を考える。
� �����(� 3 4 �(& ��(�& ���(�� 2 % ( � �%& ��

����� 3����� 2 %
����%�

ここで� 4 � '���%& ������� �ただし� +は �以上の自然数とする。�� ��& ��は境界作用素
である。

�*



この節で考える ��!�%�の境界条件は�次の二つの場合のみについて考える。
�<� ����
� ���������型線形境界条件�

����� 2 �:����%� 3 F���%� �ただし& :�� 3 F
�
� ! %�

����� 2 :��
���� 3 F����� �ただし& :�� 3 F

�
� ! %�

������

���周期的境界条件 �
����� 2 ����� ��%�
����� 2 ������ ���%� ������

目的は�境界値問題 ��!�%�の次で定義される D 上の解の存在を証明して�その解の誤差限界
を得ることである。

D � � � � G��%& �� 	 ����� 2 ����� 2 % 
 ����	�

ただし� G��%& ��は区間 �%& ��上の次数 �の ��0����空間を表す。この空間は��回以下の導関
数が全て ���%& ��に含まれるような関数の空間である。解の存在を検証するために次のこと
を行う。
���近似解 � � D を計算する。
�0� ��ノルム � � ��� 3 4 ��& �& �����������を評価する。�以後 � � ��������を � � �� と略記する
ことにする。�
�	� �� � D 	 ���� � D�
上の ���の最小固有値の正の下限を計算する。ただし�次のように
記号を定義するものとする。

���� � ���� 3 0�� 3 	�
0 � A�4 ��& �& ���
	 � A�4 ��& �& ���
����� 1 ����の随伴作用素
D� � �� � G��%& �� 	 ��

� ��� 2 �
�
� ��� 2 %


��
� & �

�
� 1それぞれ ��と ��の随伴境界作用素

まず�境界値問題 ��!�%�の D 上の解の存在とその包含に関する定理を示すことにする。

����� 解の存在とその包含に関する定理

�
����
 �!	を示すのにあたって�以下のことを仮定する。

�������
�	 � 境界値問題に近似解 �が存在して�正定数 �について次が成り立つ。

� � ! % ��	
 �
�� � � ��� 3 4 ��& �& ����� � � ����(�

�������
�	 � 定数�と� �について�次が成り立つ。

� � ! % ��	
 �
�� ���� � �������� ��!���

� � � ! % ��	
 �
�� ����� � � �������� ��!���

ただし& � � �������� � � � ��である。
�������
�	 � 次を満たす�����
�
	 !�	"�
�	と呼ばれる関数 ,が存在する。����

���
, 1 �%&��� �%&��� �%&�� は&単調非減少関数である。
任意の ( � �%& ��& ) � �& + � �に対して&次が成り立つ。
	 4 �(& ��(� 3 )& ���(� 3 +�� 4 �(& ��(�& ���(�� 	� ,�	 ) 	& 	 + 	�

�"



特に�関数 4の滑らかさから�関数 ,は次のようなオーダーにとることができる。

,�:& %� 2 H�:� 3 %�� #�� :& % � %

このとき�これらの仮定のもとに�次の �
����
 �!	が成り立つ。

������� # �解の存在とその包含に関する定理�
<���
+���� �!�� <���
+���� �!�� <���
+���� �!	 が成り立つと仮定する。更に� � �
��
� 


�
&  

��

 �,�:& %�が成り立つような定数 : � %と % � %が存在すると仮定する。

このとき�境界値問題 ��!�%�の近似解 � � D に対して� �1 � ��� � :� �1 � � ���� � %
が成り立つような ��!�%�の真の解 1が存在する。
�証明�次のような境界値問題を考える。

�
���� 3 #��& �& ��� 2 �����
����� 3����� 2 %

����)�

ただし� #と ����は次で定義するものとする。

#�(& )& +� � 4 �(& ��(� 3 )& ���(� 3 +�� 4 �(& ��(�& ���(��� 	�(�) � 0�(�+
���� � ���� 3 4 ��& �& ���

ここで���!�)� が ����� � :� �������� � %となるような解 �� � D をもつことを示せ
ば� 1 � � 3 �� � D が ��!�%�の求める解となって�結論がいえる。ゆえに�これを示す。

<���
+���� �!�と ����	
の定理から�線形写像 �には逆写像 ���が存在する。即ち�

���� � ��D&���%& ���

また� ��0����の埋蔵定理によって� G��%& ��は '��%& ��にコンパクトに埋め込まれることが
わかる。即ち�

G��%& ��
!� '��%& ��

これらの事実から�作用素 �を

�� � ��������� 3 #��& �& ����

と定義すると� �は '��%& ��からそれ自身 '��%& ��へのコンパクト連続な写像となる。

ここで�集合  � � � � '��%& �� 	 ���� � :& ����� � % 
に対して� � �  を示せば十
分である。なぜなら�これが示されれば� �	
�����の不動点定理によって�作用素 �は不動点
をもつことがわかる。この不動点は ��!�)� の解になるので� 求める結論を得るからである。
従って� � �  を示す。
任意の � �  � ( � �%& ��に対して� <���
+���� �!	より�
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<���
+���� �!�より�

����� � ��������� � :

�������� � � ��������� � %

よって� �� �  #�� 
 � �  �即ち� � �  �

この �
����
 �!	によって�境界値問題 ��!�%�の解の存在とその包含について検証すること
ができる。後に� <���
+���� �!�と <���
+���� �!�の近似解 � � D と定数 ����� �を計算
するという問題が残るが�これを次の �!�!�節以後でみていく。

����� 近似解 �と定数 �の計算方法

この節では� �
����
 �!	の仮定である <���
+���� �!�の近似解 � � Dと定数 �の計算
方法について説明する。

���近似解 � � D の計算方法
近似解 � � D は�次の �������

からなる残差 ������法を用いて計算する。

��������

�

���近似解 �� � Dを適当な方法で求める。
��� ���� � D を固定して �ただし� �はこの �������

の反復回数を表す
ものとする��境界値問題� ���� 3 A�4 ��& ����& ������ 3 A�4 ��& ����& ������ � � 2 ��������

����� 2 ����� 2 %
����*�

の近似解 �� � Dを求める。ただし� �������は次で定義する。

������� � ������� 3 4 ��& ����& ������

�	� ���で求めた �� � D に対して�

�� � ���� 3 ��

として����に戻る。

ここで� �������

���において近似解 �� � Dを求めるには�次のような ������の選点法を
用いる。
ある既知の多項式 *��(��*��(��!!!�*"�(� � D に対して�

���(� 2
"�
���

��*��(�

と定める。このとき� 各点 (�& ���& (" � �%& �� を与えて���!�*� が満足されるようにして係数
��& ���& �"を固定すると� ��& ���& �"に関する連立方程式ができる。この連立方程式は� 部分ピ

��



ボット選択を用いた ,����の消去法で解くことができるので� ���(�を求めることができる。

後は� 多項式 *��(��*��(��!!!�*"�(� � Dと点 (�& ���& (" � �%& �� のとり方が問題として残る。
これらは�次のようにとる。�

(� � �
�
��� ��6� ���

"��
8���� �� 2 %& ���&��

*� � (���� (��������(� �� �� � ��
ただし� ��は �番目の第 �種 '
�0)�
��多項式を表すものとする。

以上のようにして�境界値問題 ��!�%�の近似解 � � D を求めることができる。
���定数 �の計算方法

�の計算方法は�次の二つの場合に分けて考える。
��� 関数 4が�各変数について多項式である場合
このとき� ���� � ���� 3 4 ��& �& ���はある次数 �の多項式となる。

�	�の �
����
 � � �
����
�!� �より�次の評価が得られる。

������� � ' ��4
����������#

� 	�����I��	 
 ����"�

ここで� 'と I�は次で定義する。

' 2 '��&�� � ���6� �	
�#
���� �ただし& �は � " �である自然数�

I� � �
�
�� 3 ��6� �	

#
�� �@ 2 %& �& ���& ��

������� � �������だから���!�"�より�点 I� �@ 2 %& �& ���& ��を適当にとって定数 �の計算が
できる。
�0����以外の場合
まず�多項式 �� ��の上界 �& ��と下界 �& ��を �	�の �
����
 �を用いて計算する。

次に�ある C ! %に対して�次のような自然数 ��& ��& �� � $の存在がわかる。� 	4 �(& )& +�� * �(& )& +�	 � C #�� ( � �%& ��& ) � ��& ��& + � ���& ���
*は各変数 (& )& +に関して&各々��次& ��次& ��次の多項式

このとき����より� 9���� � ���� 3 * ��& �& ���はある既知の �次多項式であることがわかるの
で�次のように評価することができる。

������� � � � ��� 3 * ��& �& ����� 3 	4 ��& �& ���	
� �9������ 3 C
� ' ��4

��������#
	9�����I��	 3 C

� ' ��4
��������#

	�����I��	 3 �' 3 ��C
このようにして����と同様に�点 I� �@ 2 %& ���& ��を適当にとって�定数 �の計算をすること
ができる。

����� 定数�と�	の計算方法

この節では� �
����
 �!	の仮定であった <���
+���� �!�の定数 �と � �の計算方法に
ついて説明をする。この �と � �を計算するために�次を満たす定数 '�� '�� ��� ��� ��が存
在すると仮定する。

���� � '����� 3 '������ #�� � � G��%& �� ��!	%�

��



���� � ��������� #�� � � D ��!	��

����� � ��������� #�� � � D ��!	��

������ � ��������� #�� � � D ��!		�

これらの関係式が成立すれば���!���は � � '��� 3'���で成り立つ。また���!	%�において
�の代わりに ��を代入すると���!���は � � � '��� 3 '���で成り立つ。従って�上の関係式
を満足するような定数 '�� '�� ��� ��� ��が計算されればよい。まず���!	%�の定数 '�と '�

について�次の ��

� �!(が成り立つ。

����� � ��!	%�は�次の境界条件に対する定数 '�� '�に対して成り立つ。
��� '� 2 %& '� 2

�
�

�# ��%� 2 ���� 2 %

��� '� 2 %& '� 2 � �# ��%� 2 % �� ���� 2 �

�	� '�は �以上の任意の自然数& '� 2
�

�
�
�$�

�# ��%� 2 ����

�(� '�は �以上の任意の自然数& '� 2
��
�$�

��
������

�証明� ��"�の ��

� �を参照。�

次に���!	��の定数 ��の計算方法について説明する。

�定数 ��の計算方法�
次の (階境界値問題を考える。�

������ 2 J� �� �%& ��

����� 2 ����� 2 �
�
� ������ 2 �

�
� ������ 2 %

���	(�

ただし�各 ��� ��
� � �

�
�は� �

��%& ��に関する内積"&!に関する随伴作用素とする。
このとき���!	(�の最小固有値 J�は�次の式で与えられる。

J� � ��

��%

" ����& ���� !

" �& � !

更に�この式から�
���� � J�

�

�

� �������
こうして� J�は���!	��の定数 ��の候補となり得る。そして�この J�の正の下界を計算して�
これを ��とすればよい。このとき� #$�� ��*�のホモトピー法を用いる。このようにして�定
数 ��の計算をすることができる。

�定数 ��と ��の計算方法�
��!	�����!		� の定数 ��と ��の計算方法については� それぞれ以下の ��

� �!� と

��

� �!�及び ��

� �!)で説明する。

����� � ��!	�� が成り立つような定数 ��が存在すると仮定する。更に��<� ����
 �
���������型線形境界条件の場合�と ���周期的境界条件の場合�の二つに分けて次の条件が
成り立つと仮定する。

�<� ����
� ���������型線形境界条件の場合�
< � � &�


�
3 �

�
0�%� �# :� �2 %

< � � &�

�
� �

�
0��� �# :� �2 %

を満たす実数 < � �が存在する。

�	



���周期的境界条件の場合

< � �

(
�0�%�� 0����

を満たす実数 < � �が存在する。更に� ( � �%& ��に対して�

	 � 	�(�� �

�
0��(�� <�� 3 ��� �(���<��� �(�� 0�(��


が成り立つような実数 	 � �が存在する。

また�定数 �を � � � �� �'� ! %で定める。
このとき�次の式で定めた定数��に対して���!	��が成り立つ。即ち�

����� � ��������� #�� �� �
��
� ������� 	����

�

� �# 	�� � �
�

(

�
�
!

��
������

�証明� � 2 %ならば�任意の �� ! %に対して求める結論を得る。従って� � �2 %として差し
支えない。
次に� ( � �%& ��� � � D� �%
に対して�関数 ��(�を次で定義する。

��(� � ����')���)�
 #�� ( � �%& ��& � � D� �%


この ��(�に対して�次のように部分積分を行って計算すると�� �

�
�������( 2 �

� �

�
������(3

� �

�
�0�����( 3

� �

�
�	���(

2
� �
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�(3 �
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�
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� �
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3
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�
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��� 3 �0��
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ここで�計算すると�

��%� 2 ���� 2 �

���(� 2 ��<��� �(�����')���)�
& ����(� 2 �(<���� �(��
����')���)�

���%� 2 ��<& ����� 2 �<

よって�これらを用いて整理すると�� �

�
�������( 2 ����������� 3 �<3 �

�
0���������

3��%�����%� 3 �<� �
�
0�%����%�� 3

� �

�
�������(

3
� �

�
��	� �

�
0� � <�� 3 ��� �(���<��� �(�� 0�
��(

ここで�仮定より�

	� �

�
0� � <�� 3 ��� �(���<��� �(�� 0�
 � 	

そこで�次の不等式を示す。

����������� 3 �<3 �
�
0��������� 3 ��%�����%� 3 �<� �

�
0�%����%�� � % ���	��

�<� ����
� ���������型線形境界条件の場合

�(



:� 2 :� 2 %とすると���!���より� F� �2 %� F� �2 %
ゆえに�境界値問題 ��!�%�の境界条件は� ��%� 2 ���� 2 % #�� 
 � � D
これは分離境界条件であり�考えている境界条件に反する。
従って� :� と :�は同時には %にならないとしてよい。
�� :� �2 %& :� �2 %のとき
��!���より�

���%� 2 &�

�
��%� ���

����� 2 � &�

�
���� ���

���と仮定より�

����������� 3 �<3 �
�
0��������� � % �	�

���と仮定より�

��%�����%� 3 �<� �

�
0�%����%�� � % �(�

�	�と �(�より���!	��を得る。
�� :� 2 %& :� �2 %のとき
:� 2 %より� ��%� 2 %
よって��	�より���!	��を得る。
	� :� �2 %& :� 2 %のとき
:� 2 %より� ���� 2 %
よって��(�より���!	��を得る。
以上から���!	��を得る。

���周期的境界条件の場合
��!���より� ��%� 2 ����& ���%� 2 �����

よって�仮定より�

����������� 3 �< 3 �
�
0��������� 3 ��%�����%� 3 �<� �

�
0�%����%��

� ����������� 3 � �
�
�0�%�� 0���� 3 �

�
0���
�����

3��%�����%� 3 ��
�
�0�%�� 0����� �

�
0�%�
��%��

2 %

よって���!	��を得る。

この ��!	��を先の部分積分の結果に適用すると�
� �

�
�������( �

� �

�
�������(3

� �

�
	����(

ここで� �� � ��

)�����


��(�と定めると�
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�
�������( � �������� 3 	�

�
����� ���

��4
)�����


��(� 2

�
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�
' �< " %�

だから� � � ���
� �即ち
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次に� 7 � 	� �
��

�	�
	���
	� と定めると�

�������7 2 �
�
�

��

��� �)�

���の両辺を �� ! %で割ると�

� �

�

�

��

������( � ������ 3 	�
�
�

��

����

�����)�を用いてこれを整理すると�

������ �
� �

�
�

�
�

��
������(� 	��������7�

� ��
�

*
*�
���������� � 	��������7�

� 7�� � 	7���������
仮定であった ��!	��より�

% � 7 � �����
������� � ���

従って� #�7� � 7�� � 	7�と定めた関数 #�7�に対して� ��
� � ��4

�����(��

#�7�とすれば�求め

る不等式が得られる。�

この ��

� �!� によって� 定数 ��の計算方法が示された。定数 ��の計算方法は� 次の
��

� �!�及び ��

� �!)で示す。

����� � ��!	��と ��!	��が成り立つような定数 ��と ��が存在すると仮定する。更に��<�
����
� ���������型線形境界条件の場合�と ���周期的境界条件の場合�の二つに分けて次
の条件が成り立つと仮定する。

�<� ����
� ���������型線形境界条件の場合�
F��0� 3 �:�F�	� � :��0�	� � %

�F��0� 3 �:�F�	� 3 :��0�	� � %

が成り立つような実数 0�& 	� � �が存在する。

���周期的境界条件の場合
0�& 	�は実数である。

このとき�次の式で定めた定数 ��に対して���!		�が成り立つ。即ち�

������ � ���������
#�� �� � ��� 3 �0� 0����� 3 �	� 	������

� 3��4�%&�0�� � �	�
��
� �

�

�

�証明� 任意の � � D に対して�
� � ��� 3 0��� 3 	�����

2
� �

�
������� 3 0������� 3 	���� � �0������ 3 �0�	���� � �	�����
�(

2 ������� 3 �0�� 3 �	�������� 3 	������� 3 ��0������ � �	���� 3 0�	������
そこで�次の不等式を示す。

��0������ � �	���� 3 0�	������ � % ���	��

��



�<� ����
� ���������型線形境界条件の場合
��

� �!�と同じ理由で�次の三つの場合に分けて考える。

�� :� �2 %& :� �2 %のとき
��!���より�

���%� 2 &�

�
��%� ���

����� 2 � &�

�
���� ���

�������と仮定より�

��0������ � �	���� 3 0�	������
2 ��0�������� � �	���������� 3 0�	��������


���0����%��� � �	���%����%� 3 0�	����%���

2 � ��&

�
�


�
�

������� 3 �!�&�

�
������� 3 0�	�������

�

��� ��&
�
�


�
�

���%��� � �!�&�

�
���%��� 3 0�	����%��

�

2 �������


�
�

��F��0� 3 �:�F�	� 3 :��0�	�� 3 �������


�
�

�F��0� 3 �:�F�	� � :��0�	��
� %

よって���!	��を得る。
�� :� 2 %& :� �2 %のとき
:� 2 %より� ��%� 2 %
よって���の計算と仮定より���!	��を得る。
	� :� �2 %& :� 2 %のとき
:� 2 %より� ���� 2 %
よって���の計算と仮定より���!	��を得る。
以上から���!	��を得る。

���周期的境界条件の場合
��!���より� ��%� 2 ����& ���%� 2 �����

よって�
��0������ � �	���� 3 0�	������ 2 %

従って���!	��を得る。

ゆえに�先の部分積分の計算から�仮定であった ��!	��と ��!	��を用いると�

������� � � � ��� 3 0��� 3 	����� � �0�� 3 �	��������
� �������� 3 ��0� � 0����� 3 ��	� � 	������ � �0�� 3 �	��������
� �������� 3 ��0� 0������������� 3 ��	� 	���������������

3��4�%&��0�� 3 �	��
��
���������

2 ��� 3 �0� 0����� 3 �	� 	������
� 3��4�%&�0�� � �	�
��

� � ��������
2 ��

���������
これから�求める不等式が得られる。�

����� � ��!	��と ��!	��が成り立つような定数 ��と ��が存在すると仮定する。更に�記
号 +� ;� %��& ��� +�� ;�を�

�)



+ � 0� 3 0� 3 �	
; � 	� � 	�� � �0	��
%��& �� � ��0���� � 	���� 3 ���� 3 �	� 3 0	������ #�� �& � � D
+� 1 +の下界
;� 1 ;の下界

で定め�次の不等式が成り立つと仮定する。

%��& �� � % #�� 
 � � D

このとき�次の式で定めた定数 ��に対して���!		�が成り立つ。即ち�

������ � ��������� #�� �� � �� 3 ��4�%&�+�
��
� 3��4�%&�;�
��

� �
�

�

�証明� 任意の � � D に対して�仮定と記号の定義により�

�������� 2
� �

�
����� 3 0�� 3 	����(

2
� �

�
�������(3

� �

�
+������(3

� �

�
;���(3 %��& ��

� ������� 3 +������� 3 ;������
よって�

������� � �������� � +������� � ;������
� �������� 3��4�%&�+�
��

��������� 3��4�%&�;�
��
���������

2 �� 3 ��4�%&�+�
��
� 3��4�%&�;�
��

� ���������
2 ��

���������
これから�求める不等式が得られる。�

上記の ��

� �!�と ��

� �!)で求められた二通りの定数 ��の値に対して�その小さい
方を改めて ��ととると� ��

� �!�と ��

� �!�から� <���
+���� �!�の定数 �と � �の
値を計算することができる。こうして �
����
 �!	の仮定が確かめられ�境界値問題 ��!�%�

の解の存在とその包含について検証できる。

����� 数値的検証例

次のような境界値問題を考える。
� �1 �� 2 J1 ��� �

�
�1 ��� � �

�
�1 ���� �� �%& ��

1�%� 2 1 ���� 2 %
���	)�

�!�!� 節の ������ の選点法において� � 2 *%& � 2 �
& ' 2
�
� で近似解の計算を行

う。このとき� J 2 	� 近似解 �に対して� #$�� の方法を適用すると� ���� � %����& � 2

��)(� �%���& � 2 ����)& � � 2 ����*& : 2 %�((�� �%���& % 2 %���*� �%���であるという検
証結果が得られている。

��� ���	����	の方法

文献 ����に従い� &���'����の方法を以下で解説する。

�*



ここでは��階境界値問題を考える。�!	!�節で次節のための準備を行い� �!	!�節で解の存在とそ
の包含に関する定理を証明する。�!	!	節では�解の存在を検証するのに必要な �������

 ��� �������

�

を構成する。このとき�解の存在を証明する �������

は近似解の計算とは別々に考えるこ
とになる。
最初に�この節で用いる諸記号について説明する。

���	
�
�	 � ���関数 � 1 ��& 0� � �� が �回連続微分可能であるとき�これを � � '�
� ��& 0�

とかく。微分可能性を考慮しない場合は�単に � � ����& 0�とかく。
���順序つけられた�の点 (� " (� " � � � " (
 " (
�� に対して� '�

����(�& ���& (
���を次で定
義する。

'�
����(�& ���& (
��� � �� � '�

� �(�& (
��� 	 �	�)� �)���
 � '�
� �(�& (���� �@ 2 %& ���& 
�


更に� 行列値関数 � 2 ���� に対して� �� � '�
� ��& 0� �� 2 �& ���& �� であるとき� これを � �

'���
� ��& 0�とかく。
また�先と同様に� '���

��� �(�& ���& (
���を次で定義する。

'���
��� �(�& ���& (
��� � �� � '���

� �(�& (
���	 �	�)� �)���
 � '���
� �(�& (���� �@ 2 %& ���& 
�


�	�行列 < 2 ����� � �����に対して� ��� � % �� 2 �& ���& �& @ 2 �& ���& ��であるとき�これを
< � %とかく。更に�行列 < 2 ����� � �����に対して� <の対角成分 <+とそれ以外の成分
<!を次で定義する。

<+ � �������� ����は�����	���のデルタ�
<! � <� <+

このとき�行列 <は� < 2 <+ 3 <!とかくことができる。
�(� - � .である関数 -& .& � � '�

� �%& �� に対して� �-&.�及び" -& �& . !を次で定義する。

�-& .� � � � � '�
� �%& �� 	 - � � � . 


" -& �& . ! � 6�,�-& �
<��& .



����� 
��
������を用いた問題の変換

最初に�微分作用素の変換について説明をする。
まず� D � '�

� �%& ��と定義して� D上の微分作用素 <を次で定義する。ただし� � � Dである。

�<�� �

����
���

�����(� � �����(� 3��(����(� 3 '�(���(� #�� ( � �%& ��
������(� � �:����%� 3 =���%� #�� ( 2 %

������(� � :������ 3 =����� #�� ( 2 �

���	*�

ただし�行列値関数 �&' 及び行列 :�& :�&=�&=� ������は�次の通りである。

� � '���
� �%& �� & ' � '���

� �%& ��

:� & :� 1対角成分が %もしくは �である対角行列
=, � %, 3 :,=,:, �K � �%& �
�
%, � / � :, �K � �%& �
& / ������は単位行列�

��!	*�で定義された微分作用素 < 2 ��&��& ���に対して�その随伴微分作用素 <� 2 ���& ��
� & �

�
��

を考える。ここで�各 ��& ��
� & �

�
�は次の通りである。ただし�添字 �は転置行列を表すものと

�"



する。�
������(� � �����(� 3�� �(���(��� 3 '� �(���(�

�,����(� � ����,��:,����K� 3 �� �K�:,��K�� 3 �=,����K� �K � �%& �
�
次に� 変換作用素を構成するために� 以下のような点をとる。点 (��は� %������
	� と呼ば
れる。

% � (��� " (��� " � � � " (��
�
" (��
��� � � �� 2 �& ���& ��

これらの点に対して�各集合 I� & =& Iを次で定義する。����
���
I� � � (�� 	 @ 2 �& ���& 
� 

= � � ��& @� 	 � 2 �& ���& �& @ 2 �& ���&
� 

I � � (�� 	 ��& @� � = 


更に�各集合 L& �&�を次で定義する。�����������
����������

L �
��
���

I� 1 @�
+が起きている点全体の集合

� 2 �- 1 各成分 ��が点 I�で @�
+をもつ区間 �%& ��上の
区分的連続関数 � � '�

� �%& ��全体の集合
� 1 �� � � かつ ���が L上のみで @�
+をもつ区間 �%& ��

上の区分的連続関数 � � '�
� �%& ��全体の集合

これらのことを基に���!	*�の微分作用素 <の変換作用素 � 2 �-を次で定義する。

������(� �
�
������(� #�� ( � �%& ��� I�
���(� #�� ( � I� ���	"�

随伴微分作用素 <�を D� � � � � '�
� �%& �� 	 �� 3��� � '�

� �%& �� 
上で定義すると� <�に対す
る変換作用素 ��は �上で定義される。
また� �&��& ��& <&�などに対して�対角成分を定義できる。このとき� �が <に対応す

る変換行列であることがわかる。

以上のことを基に�次の �階線形境界値問題を考える。

問題 >
4��� � � D ��	
 �
�� <� 2 �

��(� �

����
���
��(� #�� ( � �%& �� � � '�

� �%& ��

���(� #�� ( 2 % �� � �

���(� #�� ( 2 � �� � �

���(%�

この問題を�変換行列 � 2 �-と I を含む問題に変換するのが目的である。そこで�次のよう
な %������
	� !�	"�
�	と呼ばれる関数 
��を定義して�これを導入する。


�� � '�
����%& (��& �� ��	
 �
�� �


�����(�� � %�� �
�����(�� 3 %� 2 ��
���は �番目の成分が �である単位ベクトル�

更に� 0����+���� #��	����の族 � 2 �-を次で定義する。

� � � 
�� 	 ��& @� � = 


ここで�族 �は次の条件 ���を満たすものと仮定する。その必要性は� ��

� �!*で明らか
となる。

条件 ���

	%



任意の 
 2 �
�& ���& 
�� � �とある ; 2 �;�& ���& ;�� � ���%& ��に対して&
" 
& ; ! � �

�������

��(���;��(��� 2 %

であるならば& ;��(��� 2 % #�� 
 ��& @� � = が成り立つ。
次に�方程式 �

���
��(� 2 % #�� ( � �%& ��� I
��
� �
��(� 2 �

�
� �
��(� 2 %

���(��

は� 0����+���� #��	����の定義から� 
 � 
��が境界値問題 ��!(��の近似解であることを示し
ている。

 � �と � � �に対して�次の部分積分を行って�整理すると�� �

�

������(�

� �

�
����
�����(

2 ?�
& ������?�
& ���%� 3 �
��(�� � %�� 
��(�� 3 %�����(���3 " 
& ; !
���(��

ただし����������
��������

;��(��� 2 ����(�� 3 %�� ����(�� � %� �K � �%& �
�
����,?�
& ���K� � ���,�
��

��,���� ���
,�
��

� �,���

��,�
� � ����,%,�
� 3��
��K� 3 :,
�K�

�,��� � �,��& �
��

�,��& �� � ����,%,�� ��:,���K� 3 :,��K�
ここで�もし �が D内の解であると仮定すると�次が成り立つ。

���(��� 2  �
& ��� ��
& �� #�� 
 ��& @� � =
ただし�  �
& ��と ��
& �� � ��
& �& ���は次で定義するものとする。����

���
 �
& �� � �����
��

��� 3 �����
��
��� 3

� �

�

���(

��
& �& ��� � ���
� �
��

� ����& �� 3 ��
�
� �
��

� ����& �� 3
� �

�
����
�����(

以上のことから�問題 >を次のような問題 >>に変換することができる。

問題 >>
4��� � � � ��	
 �
�� ��3 �� 2  �� ���(� 2 % � ����(� 2 ���(� #�� ( � �%& ��� I�
���(� 2 ��
& �� � ����(� 2  �
& �� #�� ( 2 (��

���(	�

ここで�以上のことに関して�次の ��

� �!*が成り立つ。

����� # �問題 >>の解が問題 >の解になるための条件�
問題 >の各解 � � D が ��!(	�を満たして� 0����+���� #��	����の族 �が条件 ���を満たす
と仮定する。
このとき�問題 >>の解 � � �に対して� � � D であり�かつ � � Dは ��!(%�を満たす。

�証明� 仮定から�問題 >>の解 � � �が ��!(%�を満たすことは���!(��以後の同値変形から導
かれる。
従って� � � Dを示せば十分である。

問題 >>の解 � � �に対して���!(��と ��!(	�より�

" 
& ; !2 % #�� 
 
 � �& � ; � ���%& ��

	�



���より� ;��(��� 2 % #�� 
 ��& @� � =
よって�微分の定義から� � � '�

� �%& ��

��!(	�の微分方程式から� ���� � '�
� �%& �� 即ち� � � '�

� �%& �� 2 D �

�階線形境界値問題の場合と同様に� �階非線形境界値問題の変換について考える。

問題 >>>

4��� � � D ��	
 �
�� !� 2 ��(� ( � �%& ��
���(� � <��(� 3���(� � <は線形作用素& �は非線形作用素�
���(� � 4 �(& ��(�& ���(��

4 �(& )& +� �

����
���
#�(& )& +� #�� ( � �%& �� # 1 �%& ����� ��� � ��

# ��)� #�� ( 2 % #� 1 �� � ��

# ��)� #�� ( 2 � #� 1 �� � ��

���((�

問題 >>>は�線形境界値問題の場合と同様に�次の問題 >?に変換することができる。

問題 >?
4��� � � � ��	
 �
�� !� 2  �

!�(� � ��(� 3 ��(� 3  #�(�
���(��

ただし� ��(�&��(�& ��(�は ��!(	�と同一のものであり�  #�(�は非線形作用素 �によって
決まるものである。
また�証明はしないが� ��

� �!*と同様にして�次の ��

� �!"が成り立つ。

����� & 問題 >>>と問題 >?は�条件 ���の下に同値である。

����� 解の存在とその包含に関する定理

一般の �階非線形境界値問題問題 >>>について�解の存在とその包含 �誤差限界�に関する
定理を示すのがこの節の目的である。解の誤差限界については�両側限界と各点ノルム限界
の二通りの限界を求める。
まず�定理を示す前に�その準備として�諸記号について定義をする。

最初に�解の含まれる値域 ��(�を次の二つの場合に制限する。

�@� ��(� � � ) � �� 	 -�(� � ) � .�(� 

#�� - & . � � ��	
 �
�� - � .

�.� ��(� � � ) � �� 	 �)� � .�(� 

#�� . � '�

����%& (�& ���& (
& �� ��	
 �
�� . � %
�ただし& � � � � �は ��	���ノルムを表すものとする。�

このとき�集合 �を次で定義する。

� � � � � '�
� �%& �� 	 � � ��(� #�� ( � �%& �� 


特に��@�の場合� � 2 �-&.�とかくことにする。

次に�以下で述べる �
����
 �!(で必要な集合 M �(�を次の二つの場合に制限して�これを
定義する。

	�



��� M �(� � � ) � �� 	 8�(� � ) � ;�(� 

#�� 8 & ; � '�

� �%& �� ��	
 �
�� 8 � ;
�A� M �(� � � ) � �� 	 �)� � ;�(� 


#�� ; � '��%& (�& ���& (
& �� ��	
 �
�� ; � %
このとき�集合Mを次で定義する。

M � � � � � 	 � � M �(� #�� ( � �%& �� 


ここで��@�と �.�の場合について�任意の � � ���%& ��に対して� ���	"��
�	 !�	"�
�	と
呼ばれる関数 :� を次で定義する。

��� :� � " 8�(�& �&;�(� !

�A� :� �
��
� ��(� �# ���(�� � ;�(�

*�)�
	*�)�	;�(� �# ���(�� ! ;�(�

特に�このとき� :��(� �M �(�である。
更に� �'(���	"��
�	 ��������と呼ばれる作用素 :�と :!�及び�と!を次で定義する。���������
��������

���(� 2 :���(� 2���(� #�� ( � �%& �

:���(� 2 �<+���(� 3�!�(�:���(� 3 '!�(���(� 3 #�(& �& :��� #�� ( � �%& ��
���(� 2 �<���(� 3 #�(& �& :��� #�� ( � �%& ��
:!���(� 2 �<+���(� 3�!�(�:���(� 3 '!�(���(� 3 #�(& �& :��� #�� ( � �%& ��� I�
!���(� 2 �<���(� 3 #�(& �& :��� #�� ( � �%& ��� I�

また� -� � M& .� �Mを仮定して�関数 4 2 �4 �& ���& 4 ��

4 1 �%& ����� ��� � '�
� �%& ��� � � ��

を次で定義する。
���(� � <��(� 3 4 �(& ��(�& ���(�& �& ���

以上の定義をもとに� 問題 >>> の両側限界についての解の存在とその包含について� 次の
�
����
 �!(が成り立つ。

������� & 以下の条件 �� � (�を仮定する。
�� �
� ��##�������� ���;��������

��+�-� 3�+� 3 '!����(� 3 4 ��(& -�(�& -
��(�& �& �� � ���(�

��+�.� 3�+� 3 '!����(� 3 4 ��(& .�(�& .
��(�& �& �� � ���(�

#�� � � ��& ���& �
& ( � �%& ��� I�& � � �-& .�& � � M
�� �
� 0������) ���;��������

��+
,��-� 3 �=

,�!��K��� 3 4 ��K&-�K�& �� � �,�
��+

,��.� 3 �=
,�!��K��� 3 4 ��K&.�K�& �� � �,�

#�� � � ��& ���& �
& K � �%& �
& � � �-&.�
	� �
� 0����+���� 	���������

-��(��� �  �
��& � � 4 ��& ���� ��
�� & �& �� � .��(���
#�� 
 ��& @� � =& � � �-& .�& � � M

(� �
� ���������� ������	����

� � � ��& :!� 2  � 2� �� � M

		



このとき�問題 >>>は� �� � �-& .�& ����� �Mであるような解 �� � D をもつ。
�証明� 次のように��段階に分けて証明を行う。
�第 �段階�
まず� ( � �%& ��& )& + � ��& � � '�

� �%& ��& � � �に対して�次で関数 " 2 �"�& ���&"��を定
義する。

" ��(& )& +& �& �� �

����
���
��!�(���(� 3 '!�(���(��� 3 4 ��(& )& +& �& �� �# ( � �%& ��� I�
��=�,�!��(��� 3 4 ��(& )& �� �# ( 2 K � �%& �

��
�� & �& �� 3  �
��& 4 ��& ��� �# ( 2 (��

このように関数 "を定義すると�次が成り立つ。� !��(� 2 �+��(� 3 "�(& ��(�& ���(�& �& ��� #�� ( � �%& ��
:!��(� 2 �+��(� 3 "�(& ��(�& :���(�& �& :��� #�� ( � �%& ��

次に� �(�'(���	"��
�	 ��������と呼ばれる作用素!.を次で定義する。����
���
!.��(� � �+��(� 3 	��(� 3 #��(�
#��(� � �	�.�(� 3 "�(& �.�(�& ���(�& �.& ���

�. � " -& �& . !

ただし正定数 	 ! %は非常に値が大きく�かつ次の式を満たすものとする。

��+
/ 3 	N���(� ! % #�� ( � �%& ��& � � ��& ���& �
& N � ��& ���& �� � �� ���(��

このとき���!(��は ,����作用素の存在を保証している。これは��第 	段階�で利用される。

�第 �段階�
次の命題を示す。


�����
�
�	 � !.> 2  �が成り立つような > � � が存在すれば� この > � � に対し
て� > � �-&.�が成り立つ。
�証明�まず� �上の作用素 9!を次で定義する。

9!��(� � �+��(� 3 	��(�� 	�.�(� 3 "�(& �.�(�& ���(�& >.& >��

このとき� 9!��(�の第 �成分は �の第 �成分に依存するので�次のような作用素 9!�を定義
することができる。

� 9!����(� � 9!���

!.の定義と 9!の定義から� !.> 2 9!>

よって�求める結論を得るためには�次の式を示せば十分である。

9!�>� 2  � 2� -� � >� � .� #�� 
 � � ��& ���& �


これは�����にその証明方法が記されているので�ここでは省略する。
従って� > � �-&.� �

�第 	段階�
次の命題を示す。

	(




�����
�
�	 � 作用素 �+ 3 	/は� �上で可逆である。即ち�

� ��+ 3 	/��� �� �

ただし� / ������は単位行列を表すものとする。
�証明 � ��+ 3 	/��の第 �成分は �の第 �成分に依存するので�

��+ 3 	/�� � ��+ 3 	/����

で定義される作用素 ��+ 3 	/��が任意の � � ��& ���& �
に対して� �上で可逆であることを示
せばよい。
��!(��と ����によって� ��+ 3 	/��は �������� +�������である。
従って� � ��+ 3 	/���� �� � �

�第 (段階�
次の命題を示す。


�����
�
�	 � 方程式!.� 2  �は�解 �� � �をもつ。
�証明�集合 �を次で定義する。

� � � � � '�
� �%& �� 	 �� � '����%& (���& ���& (��
& �� 


この �の元 � � �に�ノルム ���0 � ���� 3 ����� を導入すると�
��& � � �0�は ����	
空間となる。
�第 	段階�の *��+������� �!�によって�次のような作用素 �を定義できる。

�� � ��+ 3 	/���� � � #�� #�� 
 � � �

,����作用素がコンパクト作用素であることから�写像

� 1 � �� � �

連続なコンパクト作用素となる。
よって�集合 ��は �のコンパクト集合となる。
従って� �	
�����の不動点定理により� ��� 2 ��が成り立つような点 �� � �が存在する。
�の定義から� �� 2 ��� � �
��� 2 ��から�

�+�� 3 	�� 2  � � #��
�+�� 3 	�� 3 #�� 2  �

!.�� 2  �

ゆえに�求める結論を得る。�

�第 �段階�
以上のことをもとに� �� � �が本定理の結論の性質をもつことを示す。

�第 �段階�の *��+������� �!�と �第 (段階�の *��+������� �!	より�
�� � �であり�かつ �� � �-&.�である。
ゆえに�

	�



����. 2 " -& ��& . ! 2 ��

:�� 2 " -& ��& . ! 2 ��

従って�

!.���(� 2 �+���(� 3 "�(& ����.�(�& ������(�& ����.& ������
2 �+���(� 3 "�(& ���(�& ������(�& ��& ������

:!���(� 2 �+���(� 3 "�(& ���(�& �:�����(�& ��& �:�����
2 �+���(� 3 "�(& ���(�& ������(�& ��& ������

よって� !.�� 2 :!��

�第 (段階�の *��+������� �!	より� !.�� 2 :!�� 2  �

また��第 (段階�の *��+������� �!	より� �� � � �� だから�
仮定 (�から� ����� �M
ゆえに�

� �� � � �� ��	
 �
�� !�� 2 :!�� 2  � & �
� � �-& .� & ����� � M

��

� �!"より�問題 >>>と問題 >?は同値なので�求める結論を得る。�

次に�問題 >>>の各点ノルム限界についての解の存在とその包含について�次の �
����
 �!�

が成り立つ。

������� �) 行列 :�及び :�と行列値関数 G��(� � �
���(�& ���& 
���(�� � '���
� �%& (� & �� �@ 2

�& ���& 
�に対して�次のことが成り立つと仮定する。�
:� 2 :� 2 %

%�G��%� 2 %& %�G���� 2 %

更に�以下の �� � (�を仮定する。
�� �
� ��##�������� ���;��������

�.���(�3 " 5&��(�5 ! .��(� 3?�(& 5& ;�.�(�� �#�(& )& +�� � ���(��
#�� ( � �%& ��� I & 5 � ��& ; � �� ��	
 �
�� �5� 2 �& " 5& ; !2 %

) � ��(�& + �M �(�
?�(& 5& ;� �" ;& ; ! 3 " 5& ��(�; ! 3 " 5& '�(�5 !
�ただし& " & ! は&��の内積を表す。�

�� �
� 0������) ���;��������

.�%� � ����

.��� � ����
	� �
� 0����+���� 	���������

.��(��� � ���G� & ���3 � �G� & ���3 � �G� & 4 ��& ����
#�� 
 @ � ��& ���& �
& � � �& � �M

(� �
� ���������� ������	����

� � � ��& !� 2  � 2� �� � M
このとき�問題 >>>は� ���� � . & ����� � Mであるような解 �� � Dをもつ。
�証明� �
����
 �!�と同様に �段階に分けて証明を行う。詳細は�����の �
����
 	!	を参
照。�

	�



上記の二つの定理によって��階非線形境界値問題である問題 >>>について�解の存在とその包
含について検証ができる。
最後に�次節に関連した ��

� �!�%と ��

� �!��を示す。このとき�簡便のため��@���.�������A�

で使われている関数 -& .& 8& ;を�次の場合に制限するものとする。�
- 2 �. #�� . � � ��	
 �
�� . � %
8 2 �; #�� ;�(� � 6 � ��& ( � �%& ��& 6 � %

また� ��& 0� � �%& ��と仮定する。

����� �) 次の式を満たすような正値ベクトル E 2 �E�& ���& E��& � 2 ���& ���& ���& � 2

���& ���& ��� � ��と正値正方行列 %& F ������が存在すると仮定する。
� 	.	 � E & 	�	 � � & 	�	 � % & 	'	 � F �� ��& 0�

	#�(& )& +�	 � � #�� ( � ��& 0� & 	)	 � E & 	+	 � 6 ���()�

更に�任意の � � ��& ���& �
に対して�次の式が成り立つと仮定する。ただし� B 2 �B�& ���&B�� �
��である。 �

6�� � (E��%6�� � B�
� 3 (E��FE 3 � 3 ���

B� � �0� �����.���� 3 .��0�� ���(*�

このとき�

� :�����(� 2 ���(�& 	��(�	 � .�(� #�� ( � ��& 0�& � � ��& ���& �


を満たすような�任意の関数 � � '�
� �%& ��に対して�次の式が成り立つ。

	����(�	 � 6� #�� ( � ��& 0�& � � ��& ���& �


�証明�背理法で証明する。

� :�����(� 2 ���(�& 	��(�	 � .�(� #�� ( � ��& 0�& � � ��& ���& �


を満たす任意の関数 � � '�
� �%& ��をとる。

そこで�
6� " 	������	 � 6�

を満たすような点 � � ��& 0�が存在すると仮定する。
このとき� ����(� 2 6�として差し支えない。� �

�
��(� 2 �6�のときも同様�

よって�関数 �の性質から�

	�����	3 	���0�	
0� � � �0� �����.���� 3 .��0�� � B�

��!(*�より�
������ � B� � 6� � 6�

を満たすような点 � � ��& 0�が存在する。
このとき� � " �として差し支えない。� � ! �のときも同様�
従って�

B� � ����(� � 6� #�� ( � ��& ��

	)



としてよい。
��!()�を :���(� 2 ��(� #�� ( � �%& ��に適用すると�次が成り立つ。�

% � ����� �(� 3 0���(�����(� 3 �� #�� ( � ��& 0�
�� � �%!6�� 3 �FE�� 3 �� 3 ��

よって� ���� �(� � %������(� 3 �� � ( � ��& �� �
従って� ���� �(� � %��6� 3 �� � �� � ( � ��& �� �
この両辺に ���� �(� ! %をかけて�区間 ��& ��上で積分すると�� �

�
����(��

��
� �(��( �

� �

�
���

�
��(��(

�
�
���������� � ���������
 � ��������� ������ � ���. 3 .� � ���E�

これを整理すると�
�
�
�6�� � B�

� 
 � ��%��6� 3 �%!6�� 3 �FE�� 3 �� 3 ��
E�
6�� � (E��%6�� � B�

� 3 (E��FE 3 � 3 ���

これは仮定の ��!(*�に反して�矛盾する。
ゆえに�背理法の仮定より�求める結論が得られる。�

����� �� ��

� �!�%の ��!()�が� � 2 %& 0 2 �で成り立つと仮定する。
このとき�次の ��と ��が成り立つ。

��任意の � � ��& ���& �
に対して� ��!(*�が B� 2 .��%�3.����で成り立つとき�次が成り立つ。

� � D& 	�	 � .& :�� 2 � 2� 	��	 � 6

�� 任意の � � ��& ���& �
 に対して� ��!(*� が B� 2 ��4� B�� 	 @ 2 %& �& ���& 
� 
� B�� �
�(����� � (������.�(��� 3 .�(����で成り立つとき�次が成り立つ。

� � �& 	�	 � .& :!� 2  � 2� 	��	 � 6

�証明� �� ��

� �!�%において�任意の � � ��& ���& �
に対して�
� 2 %& 0 2 �として証明すればよい。�

�� ��

� �!�%において�任意の � � ��& ���& �
& @ � ��& ���&
�
に対して� � 2 (��& 0 2 (�����
として証明すればよい。�

����� �� 
��������

この節では�今まで述べてきたことを用いて�解の存在を検証するのに必要な �� �������



を説明する。この �� �������

は� �
����
 �!(と �
����
 �!�の仮定を検証するもの
であり�これによって解の存在とその包含について検証を行うことができる。簡便のため�次
のような �階スカラー値境界値問題を考え�これに対する �� �������

を確立して�説明
する。 ����

���
�1 �� 3C�(&1&1 �� 2 % #�� ( � �%& ��

���1 � 2 ��
���1 � 2 ��

���("�

ただし� 1は求めるべき境界値問題 ��!("�の真の解� ��及び ��は ��!	*�において� � 2 �と
した境界作用素であり� C � '�� �%& ������& � �である。

	*



境界値問題 ��!("�の近似解 � � '��%& ��が���!("�の境界条件を満足すれば���!("�は次の境界
値問題 ��!�%�と同値になる。 �

���� 3 #�(& �& ��� 2 ��(�

����� 2 ����� 2 %
����%�

ただし�各 �& #& �は次で定義するものとする。

�����(� � �����(� 3��(����(� 3 '�(���(�
#�(& )& +� � C�(& )& +����(�+� '�(�)

��(� � ��
��
�(& �& ���

'�(� � ��
�1
�(& �& ���

��(� � ��� �C�(& �& ���
ここで� 上記の関数 #�(& )& +� に対して��!�!� 節の <���
+���� �!	 を仮定する。更に� 関数
��(�を次で定義する。

��(� �

������
�����

(��� (� �# :� 2 :� 2 %

� �# :� 2 :� 2 %

( �# :� 2 %& :� 2 �

�� ( �# :� 2 �& :� 2 %

このとき� 境界値問題 ��!("� に関する �� �������

 は以下で述べるものであり� これは
�
����
 �!�と ��

� �!�� の ��に基づいている。

� �� �������

 �

��� ����
���
���� 3C�(& �& ��� � %

����� 2 ��
����� 2 ��

を満たすような近似解 � � '��%& ��を求める。
��� ������

�����

���� � %

����� 2 %

��I� 2 %

����� 2 %

を満たすような関数 � � '����%& I& ��を求める。
�	�

K � ���I 3 %�� ���I � %�
で定義された定数 Kに対して� K �2 %を確かめる。

�(� ���������
��������

	�	 � %

	'	 � F

	�	 � �

	�	 � >

	����	 � D

を満たすような正定数 %& F& �& >& Dを求める。
���

	"



������
�����

��.�� 2 �

���.�� 2 %

.��I� � +� � 	K	��>� ���
-���-�

���.�� 2 %

を満たすような関数 .� � '����%& I& ��を求める。
��� ������

�����

���.� � C�
	.�	 � E�
	.��	 � 7�

	��.��� �	 � ��

を満たすような定数 C� 及び正定数 E�& 7�& �� を求める。
�)� C� � % を確かめる。
�*� ������

�����

J� � �
�
�.��%� 3 .����


D� � D>��E�
�� � E�% 3 �J

�
� 3 E

�
��%

� 3 F�� 3 E����D���
�

�

6� � ��4�7�& ���

と定義された定数 J�& D�& ��& 6�を計算する。

�"� 
�@���2��� #��	���� ,とある正定数 C ! %に対して��
,��� 3 C�E��& �� 3 C�7��� 3 �� 3 C���� � C�

,��� 3 C�E��& �� 3 C�6��� 3 �� 3 C���� � C�

を確かめる。

この �� �������

が実行されると� �
����
 �!�が適用できる。
ゆえに�境界値問題 ��!("�は次のような解 1� � '��%& ��をもつことがわかる。� 	1� � �	 � . � �� 3 C��.�

	�1� � ���	 � 6 � �� 3 C��6�
こうして�境界値問題 ��!("�の解の存在とその包含について検証することができる。

����� 数値的検証例

��� ����	���の方法

文献 ��%�に従い� ��������の方法を以下で解説する。

次のような境界値問題を考える。����
���
)����� 3 #��& )& )�� 2 %

)��� 2 %�
)�0� 2 %�

������

目的は�境界値問題 ��!���の解の存在とその誤差限界を得ることである。ここでは� ���������	

の定理を用いて�このことについて検証をする。
最初に�その準備として���!���の定式化を行う。

(%



����� 境界値問題の定式化

最初に�空間 �とそのノルム � � �を次で定義する。��
�

� � '��& 0�

�(� � ��4
������


	(���	

次に�作用素 ? 1 � �� �を次で定義する。

?�(���� � (��� 3
� �

�
#�(������ ������

ただし�関数 #�(����は�次で定義するものとする。

#�(���� � #��& %� 3
� �

�
(& (����

�以後�断りのない限り�積分変数を省くことにする。�
ここで� E�を区間 ��& 0�上の定数関数全体の集合とする。
このとき�境界値問題 ��!���の解 )����を求めることと�次の ��!�(�は同値となる。

4��� (� � � ��	
 �
��

���
��
?�(�� � E�� �

�
(� 2 %� � %�

����	�

ここで� )����と (�の関係は次のようになっている。

)���� 2 %� 3
� �

�
(�

��!�	�より�作用素 ?の点 (における 5 方向の 4�5�	
��微分 ?��(��5�は次で与えられる。

?��(�5 2 5 3
� �

�
�# ��(�

� �

�
5� 3

� �

�
# ��(�5 ����(�

ただし�添字の数字は�第 �成分 � � 2 �& 	�による偏導関数を表すものとする。
ここで�以上のことに関して�次の ��

� �!��が成り立つ。

����� �� 任意の点 ( � �に対して� ?��(�が ��!���で与えられると仮定する。
このとき� ?��(���が存在して� � � �# ��(��3 �0� ���# ��(��を満たす任意の定数 �に対

して�次の不等式が成り立つ。
�?��(���� � �������

�証明� ��	�の ��

� (!�を参照。�

更に�次の �
����
 �!�が成り立つ。

������� �� (� � �と仮定して� =� � ?��(���と定める。更に�作用素 * 1 � �� �を次
で定義する。

* �(� � ?�(��
�%� � %�� 3

� �

�
�=�?�(�� (�� �

�
=����

������

このとき�次の ��� � �	�が成り立つ。
��� * �(� 2 %が成り立つ。�� (は���!�(�の解である。

(�



��� * ��(����が存在して� * ��(���� 2 =�が成り立つ。

�	�
� �

�
�(� � =�* �(��� 2 %� � %�が成り立つ。

�証明� ��(�の )章を参照。�

)� � '���& 0�を境界値問題 ��!���の近似解として� (� � )��と定めることにする。
このとき� 方程式 * �(� 2 % に ������ 法を適用すると���!�(� より� 次の ��!�)� が導か

れる。 ��������
�������

(� 2 (� � =�* �(��
)� 2 %� 3

� �

�
(�

)���� 2 %�
)��0� 2 %�

������

このとき�次の �
����
 �!)が成り立つ。

������� �� �
����
 �!�の仮定と ��!�)�を仮定し�次を定義する。

F� � � ( � � 	 �(� (�� � �5 

更に�次のことを仮定する。����������������

���������������

�# ��(���3 �0� ���# ��(��� � �

6�,
)���

�# ���(�� � 	�� ��& @ 2 �& 	�

������� � �

�0� ���	�� 3 �	�� 3 	����� 3 2

�
� �

�
=�����

� � �

�(� � (�� � 5

G � ��5 � �
�

このとき���!�(�の解 (� � �が存在する。即ち�境界値問題 ��!���の解

)� 2 %� 3
� �

�
(�

が存在する。更に�次のことが成り立つ。�����������
����������

�� � ��)��� � (�� � ��
�)� � (�� � �0� ����

�� 2 �������3�4
3

�� 2 �	)��)�	
��

�
���3

)� 2 %� 3
� �

�
(�

�証明� 前記の ��

� �!��と仮定より�任意の ( � F�に対して�

�* ��(���� 2 �=�� � �������

� �

従って�
�* ���(�� � � #�� 
 ( � F�

を計算して確かめれば� ���������	
の定理によって� ��に関する評価を除いて�求める結論
が得られる。
��に関する評価に関しては��(�を参照。�

(�



������ � ��� �
����
 �!)の )�は境界値問題 ��!���の近似を与えるので� (� 2 )��より� (�
は �)��� の近似を与えることになる。
もし )� � '� が ��!���の解で� )�の評価が得られるとき�次の式から評価できる �以後�断り
のない限り�関数空間は区間 ��& 0�上で考えるものとして� ��& 0�を省くことにする。�。

�)� � )�� � �)� � )��3 	%� � )����	

ただし�

)� 2 %� 3
� �

�
(�

(� 2 )��

特に� )���� 2 %�ならば� )� 2 )�である。
��� G 2 ��5 � �

�
が成立しない場合は�境界値問題 ��!���の近似解 (�の精度を上げる必要

がある。その理由は� ���������	
の定理が適用できないからである。

����� �
���������の定理の定数の計算方法

この �!(!�節では� ���������	
の定理の仮定で用いる定数の計算方法について説明する。
ここでは�定数 �は不等式 ������� � �によって評価されているので�定数 5と �の計算方法
について説明する。

���定数 5 の計算方法
まず�未知関数 $に対して� 5 2 =��$�を考える。

=� 2 ?
��(����より�

?��(���5� 2 $ ����)�

��!���より�

?��(���5� 2 5 3
� �

�
���& ��5�����

ただし� ���& �� � # ��(����� 3
� �

�
#��(��である。

ここで���!�*�は次の O �������型積分方程式に同値変形できる。

5��� 3
� �

�
���& ��5����� 2 $���

これを改めて�次の O �������型積分方程式を考える。

���� 3
� �

�
���& �������� 2 ���� ����*�

�& � � '�のとき���!�"�の両辺を �で微分すると�

����� 3���& ������ 3
� �

�
����& �������� 2 �

����

ここで�

�� 2 � 3 ��� ��
 �� 2 �& ���& � 3 ��


 2 ���
#

と �を分割して�

(	



�
9�� 1 �����の近似
9��� 1 �����

�の近似

とし� ����を G��
��� 	次多項式で�点 ��において次のように近似する。

9���� 2 �����9�� 3 
0����9�
�
� 3 	����9���� 3 
�����9�

�
��� ��� � � � �����

ここで� �����& 0����& 	����& �����は次の通りである。������
�����

����� 2 �� 	(�� 3 �(��
0���� 2 (� � �(��
	���� 2 	(�� � �(��
����� 2 �(�� 3 (��

ただし�

(���� � �� ��



このとき� 9����は各区間 ���& �����上で� ���& 9���と �����& 9�����を補間する 	次多項式である。
しかも� 9����& 9�����は点 �� �� 2 �& ���& � 3 ��上で連続である。
定義から� 9��& 9���は � 3 �個の点 ��で���!�"�を満たすので�次の方程式の解である。���

��
9�� 2 �

� �

�
����& ��9������3 �����

9��� 2 �����& ���9�� �
� �

�
�����& ��9������3 �

�����

ここで�区間 ���& �����を�個に分割すると�細部の各点 ��は�次のように表現できる。

�� 2 �3 �@ � �� �
"

�@ 2 �& ���& �� 3 ��

/ 2 ��� ��� 3 �

このとき� ��
+���の求積公式を用いると�その求積誤差 ?�は次のように評価できる。

����� �� # � '�であると仮定する。このとき�次の評価が成り立つ。

	?�	 � 9? �� 2 �& ���& � 3 ��

ただし�

9? � #�

���
� �
"
��� �# ����3 ���9������3 �9����
�# ���� �3 ��

�
�# ���� �� 


��9����� � ��

���
����& ��9�����

�証明� ��%�の ��

� (!�を参照。�

ここで� C���を�
C��� � 9����� ����

と定義する。このとき�次の ��

� �!�(が成り立つ。

����� �� # � '�であると仮定する。更に�次を仮定する。������
�����

�# ��(��� 3 �0� ���# ��(��� � ��
�# ��(��� � ��

� � ��� 3 
��
�� � �� 3 
��

((



このとき� �
 " �が成り立つならば�次の評価が成り立つ。

�C� � � �

�� �
 �
���
�

	*(
������3 9?� � �4,���

��

�� �
 � 3


�

	*(
������ 


�証明� ��%�の ��

� (!�を参照。�

更に�次の ��

� �!��が成り立つ。

����� �� # � '�であると仮定する。このとき�次の評価が成り立つ。

������ �
��

���

���� � ������ 3���F�� 3 �0� ���F��� � ���

ただし�

�� 2 ��	�# ���� 3 #
���
� �� #���# ���� � �#� � #�� ��

�� 2 ��	# ���� 3 #� � # �� �
�� 2 �#�
�� 2 �

F� 2 ��# ���� 3 	#
���
� � �# ���� 3 #���	#

���
� 3 #��

3#��#���#
���
� 3 	#� � #�� �� (# ���� � �# ���� �


F� 2 ��# ���� � 	# ���� #
���
� 3 #�#���#

���
� 3 �#� � #�� �

�#��	# ���� 3 (#
���
� �� #��# ���� � #�# ���� �


�証明� ��%�の ��

� �!�を参照。�

ここで� � 2 ?�(��のときの ��!�"�の解を �� � 2 �のときの ��!�"�の解を �で表し� �と �

の G��
���近似をそれぞれ 9�と 9�で表すものとする。更に�その差 9�� �� 9�� �を�それぞれ
Cと �で表すものとする。このとき�次の ��

� �!��が成り立つ。

����� �� �を ��

� �!�( と同様に定義すると仮定する。更に� # � '�であると仮定
し� 
 ! %が次を満たすようにとれると仮定する。���

��
�
 " �

��� " �
����� 	

� �

�
9�	

このとき�
5 � �9(� (��3 5

を満たすような全ての点 5に対して�

�(� � (�� � 5

が成り立つ。ただし� 5は�次の不等式を満たすような定数である。

5 � ��C�3
	
� �

�
�9�� (��	���

	
� �

�
9�	

��� 3
�0� ���9��3 ���
	
� �

�
9�	 � �0� �����

�

�証明� ��%�の ��

� �!�を参照。�

(�



以上の ��

� �!�(� ��

� �!��� ��

� �!��によって�定数 5を評価することができる。

���定数 �の計算方法
関数 #��& )& )��が変数 )と )�に関して多項式である場合�

6�,
)���

�# ���(�� � 	�� ��& @ 2 �& 	�

という評価が得られる。このとき�特に� �と @が固定された整数であるとき�非負整数 �& ��& 
�

と関数 : � '��& 0�に対して�次のように表現できる。

# ���(� 2
#�
���

:�����%� 3
� �

�
(�5��(����
�

ここで� ( � F�に対して�次の評価が成り立つ。

�%� 3
� �

�
(� 2 �)���� 3

� �

�
�(� (��� � �)��3 �0� ���5

�(� � �(��3 �(� (�� � �(��3 �5
従って�定数 	��を

#�
���

�:����)��3 �0� ���5�5���(��3 �5�
� � 	��

となるようにとれば�定数 �を次のように評価することができる。

� � �0� ���	�� 3 �	�� 3 	����� 3 �

	
� �

�
9�	 � �0� �����

�

このようにして�定数 �を計算することができる。

以上から� ���������	
の定理の仮定で用いる定数を数値的に構成できる。
従って� ���������	
の定理によって�境界値問題 ��!���の解の存在とその誤差限界を検証
することができる。

����� 数値的検証例

��� ����
の方法

文献 �)�に従い� �����の方法を以下で解説する。

次のような境界値問題を考える。
�

�� 2 #��& ����� � � ��& 0�
������ 3����0� 2 �

����"�

ここで�各 #& ��& ��& �は次の通りである。

# � '������&���

�, � ����� �K 2 %& ��

� � ��

(�



目的は�この境界値問題 ��!���の存在を検証することである。これを検証するのに��!(節と
同様に�ここでも ���������	
の定理を利用する。この定理によって���!���の解の存在を検
証することができる。検証の手順は���!���の近似解 (�を求めて� ���������	
の定理の仮定
を満たすような諸定数を数値的に構成することである。このとき�境界値問題 ��!���の解 (�

の存在と�その誤差限界 �(� � (�� � ��を得ることができる。
最初に�境界値問題 ��!���を ���������	
の定理が適用できるように定式化を行う。

����� 境界値問題の定式化

最初に�関数空間 �と 3を次で定義する。�
� � '���& 0�&��

3 � '����& 0�&����� � � ( 	 ( � �& (��� 2 % 
 ���

この �と 3に区間 ��& 0�上の ��ノルム � � ��������を導入する �ただし�以後�断わりのない限
り� � � ��������を � � ��と略記することにする。�。
このとき�空間 ��& � � ���及び �3& � � ���は ����	
空間をなすことがわかる。
また�行列 < ������とベクトル � � ��に対して�簡便のため�次の略記法を使うことにす
る。 � 	<	 � �<��

	�	 � ����
次に���!���の関数 #に対して�作用素 4 1 � �� 3を次で定義する。

4 ������ �
���
��
����� �����

� �

�
#��& ������� #�� � � ��& 0�

������ 3����0�� �
����%�

このとき�方程式 4 ������ 2 %は���!���と同値であることがわかる。
また�作用素 4の点 (�における 4�5�	
��微分 4 ��(��及び 4 ���(��は�それぞれ次の ��!�	�

と ��!�(�で与えられる。

4 ��(���������� 2

���
��
����� �����

� �

�
#)��& (�����������

������ 3����0�

#)��& (� 2 � ���
�)�

������

������

4 ���(�����&������ 2

���
��
� �

�
�#))��& (����������������

%

#))��& (� 2 � ����
�)��)�


��������
������

以上から� 5 �
�
����

>

�
であれば� � � �4 ��(�����5 が�次の ��!���の解となる。

���
��
����� �����

� �

�
#)��& (����������� 2 ����

������ 3����0� 2 >
����	�

ここで�上記のことに関して�次の ��

� �!�)が成り立つ。

()



����� �� <���を区間 ��& 0�上の連続な ���行列値関数� 3 ���を次の初期値問題の ���
基本解行列と仮定する。�

3 ���� 2 <���3 ��� #�� � � ��& 0�
3 ��� 2 / �/ ������は単位行列�

更に� ����を ���� 2 %であるような連続なベクトル値関数と仮定して�次を定義する。

��(� � 3 ���
� �

�
3 �����<���������3 ����

このとき�次の等式が成り立つ。

�����
� �

�
<��������� 2 ����

�証明� ���より�行列 3 ���は正則行列である。
従って� 3 �����を用いている関数 ����は �����������である。
このとき�

�����
� �

�
<���������

2 �3 ���
� �

�
3 �����<���������3 ����


��
� �

�
<���3 ���

� �

�
3 �����<������������

� �

�
<���������


ここで� � �

�
<���3 ���

� �

�
3 �����<�����������

2
� �

�
3 ����

� �

�
3 �����<�����������

�
� �

�
3 ����?�����

2 �3 ���?������ �
� �

�
3 ���?������

2 3 ���
� �

�
3 �����<����������

� �

�
<���������

ゆえに� �����
� �

�
<��������� 2 ���� �

更に�次の �
����
 �!*が成り立つ。

������� �� 次のような �点境界値問題を考える。ただし� ���� 2 %とする。���
��

���� 2 ���� 3
� �

�
<��������� 3 ����

������ 3����0� 2 >
����(�

��!���の基本解行列を 3 ���として� D � �� 3��3 �0�と定める。
このとき�行列 D が正則行列であるときに限り�境界値問題 ��!���は一意の解をもち�そ

の解 O ���は次の式で与えられる。

O ��� 2 3 ���� D����

� �

�
3 �����<���������

3�D���� � /�
� �

�
3 �����<����������D�������0�� >� � 3 ����

������

(*



�証明� あるベクトル : � ��に対して�

���� � 3 ���
� �

�
3 �����<���������3 ���� 3 3 ���: ���

と定義すると� ���� 2 ���� 3 3 ���: 2 :
��

� �!�)より�

�����
� �

�
<��������� 2 ���� 3 ����

ここで�計算することによって�次が成り立つ。

D: 2 >���3 �0�
� �

�
3 �����<���������3����0�が成り立つ。

�� ����は ������の解である。

よって�行列 Dが正則行列であるとき� ����は ��!���の解であり�

: 2 D��>�D����3 �0�
� �

�
3 �����<���������3D������0� ���

であるから����を ���に代入して整理すると���!�)�が得られる。�

�
����
 �!*より�次の ��

� �!�*が成り立つ。

����� �# 作用素 4 1 � �� 3を ��!���で定義し� 3 ���を次の方程式の基本解行列とする。

)� 2 #)��& (�����)���

このとき�次の評価式が成り立つ �以後�断りのない限り� � � ��を � � �と略記することにす
る。�。

�4 ��(����� � �3 � �
� �

�
	3 �����	�� � ��4�	D����	& 	D���� � /	� 3 	D����	3 	D��	 � 3 �

�証明� 3 ������ 2 �3 �����#)��& (�����を用いると� �
����
 �!*から導かれる。�

����� �
���������の定理の定数の計算方法

この節では� ���������	
の定理の仮定で用いる正定数 6& �& 5の計算方法を説明する。

���定数 6の計算方法
最初に�区間 ��& 0�を次のように �個に分割する。

� � (� " (� " � � � " (� " (��� � 0

ここで�境界値問題 ��!���の近似解 (�を�次のような区分多項式にとる。

��区間 �(�& (���� �� 2 �& �& ���& �� ��上のとき
(�を�解と点 (�& (���& (���での導関数の値を補間する区分的 �次多項式にとる。

��区間 �(�& (����上のとき
(�を�解と点 (���& (�& (���での導関数の値を補間する区分的 �次多項式にとる。

そこで�境界値問題 ��!���の関数 #��& ��が各変数 �と �の多項式でかけている場合� (�も区
分多項式にとることができる。

("



このとき�関数 #��& (�の導関数 #))��& (�と #)))��& (�はともに �及び (の多項式でかけ
ているので�定数 6は�点 (� (� 2 �における ��)���の定理を用いて�次のように評価するこ
とができる。

6 2 6�,
	)�)�	��

�#))��& (�����
� �#))��& (������3 ��#)))��& (�����

こうして�定数 6を計算することができる。

���定数 �の計算方法
定数 �は� ��

� �!�*によって計算することができる。しかしながら� �3 �& �3 ���& 	D��	

等を評価する方法を見いださねばならない。
最初に� �3 �と �3 ���の評価方法について説明する。

次を仮定する。�
O ��� 1 3 ���の近似行列値関数
M ��� 1 3 �����の近似行列値関数

このとき� O ����M ��� 2 /が成り立つものとする。
次に� �

����� � 3 ���� O ���
����� � 3 ������M ���

と定義すると�計算することによって�次が成り立つ。����
���
����� 2

� �

�
<���������� 3�����

����� � / � O ����
� �

�
<���O �����

������

同様にして� ����
���
����� 2

� �

�
�����<����� 3�����

����� � / �M ����
� �

�
M ���<�����

����)�

��!�*�と ��!�"�より�次の評価が得られる。

	�����	 � 	�����	3
� �

�
	<���		�����	�� �� 2 �& �� ����*�

���の ,�������の不等式 �*��+������� �!	�を適用すると� 	�����	を次のように評価すること
ができる。

	�����	 � ���� �4,�
� �

�
	<���	���

� �����	'	�
この評価は�例えば� �<� 2 �%くらいでも� ��� � �%�であるから�本質的な評価ではなくなる
可能性がある。しかし�次のように区間の幅 
 ! %を小さくすることによって�これを克服す
ることができる。

点 � � ��& �3 
�に対して�次のように評価することができる。

	�����	 � 	�����	3 	�����������	3
� �

�
	<���		�����	��

������� � �	�����	3 ����������������	'	 ��!�"�

�%



このとき� 
 ! %が十分小さければ� ��	'	もそれほど大きくはならない。
今� 	�����	は ��!)%�を満たしているので� ��

� �!�)より�

����� 2 3 ���
� �

�
3 �����<����������3�����

2 �O ��� 3 ������
� �

�
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ただし� � � ��は �番目の部分区間のノルムを表すものとする。
同様にして�

����� � ��M�� 3 ������
��

���


���O �� 3 �������<������� 3 ����� ���)��

このようにして� ����と ����を評価することができる。
よって� �����と �����の定義から� �3 �と �3 ���の評価が得られる。
次に� 	D��	の評価方法について説明する。
まず�上記の �����と �����の評価から�

	O �0�� 3 �0�	 � ��
を満たす定数 �� ! %を求めることができる。
また�行列  を  � �� 3��O �0�と定義するとき�次の評価が成り立つ。
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ここで� 	 ��	�� " �であるとき�逆行列 D��が存在して�次の二通りの評価が成り立つ。
�� 	D��	 � �6���

���6���7�
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行列  ��は正確には評価できないものの�次のように評価することができる。
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以上から� ��

� �!�*で使われている� �3 �& �3 ���& 	D����	&
	D���� � /	& 	D����	& 	D��	が評価できるので� �4 ��(�����の評価をすることができる。即
ち�定数 �を計算することができる。

�	�定数 5の計算方法
������法の �������

から�
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ゆえに� �(� � (�� 2 �4 �(������4 �(���
今� �4 �(�����は����によって計算されているので� �4 �(���を計算して評価すれば� �(��(��
を評価することができる。即ち�定数 5を計算することができる。

以上によって� ���������	
の定理の仮定 ��� � �#�を満たすような定数を数値的に計算す
ることができる。
従って� ���������	
の定理より�多項式の �点境界値問題の解の存在とその誤差限界が得ら
れる。

��� �	���の方法

����� 問題の定式化とその展開

文献 ����に従い� �����の方法を以下で解説する。

ここでは�次のような非線形微分方程式系の周期解の存在を検証する方法について述べる。

�(
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2 ��(& �� � � �

ただし� ��(& ��は �に関して �8周期で� �(& �� �  ��に関して連続微分可能であり�  � ��

は �次元 ��	���空間 ��の領域である。

最初に�準備として次を定義する。

�8周期関数 #���に対して� ��	���ノルムを � � �と表すとき�次でノルム � � ��と � � ��を定
義する。
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このとき�次の ��

� �!�"が成り立つ。

����� �& 次の線形微分方程式系を考える。
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2 <���(3 -��� � � � ���)��

ただし� <���は連続な �8周期の行列であり� -は連続な �8周期のベクトルである。

��!)��の同次系方程式
�)

��
2 <���) � � � ���)	�

の基本解行列を 8���で表し� 8�%� 2 � ��は単位行列�であると仮定する。更に���!)��が �

を固有値としてもたないと仮定する。また�次を定義する。
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このとき���!)��は次のような周期 �8の一意の解 (���をもつ。
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�証明� ����の *��+������� �を参照。 �
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ここで� �	
���2不等式より�次が成り立つ。
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ただし� G�5��& ��は上記の行列 G��& ��の成分を表すものとする。
更に�次の ��

� �!�%が成り立つ。

����� �) 実方程式系
4 �:� 2 % ���)��

が :の定義域 Fで連続微分可能であると仮定する。更に���!)*� の近似解を : 2 ::���!)*�

の :に関する =�	�0��� を =�:� で表すものとして� 次の �� � 	� が成り立つような定数
� ! %& % " 6 " �が存在すると仮定する。ただし� : 2 ::において =�:� �2 %であるとする。
�� F7 � � : 	 �:� ::� � � 
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	� " ��
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ただし�定数 �& � �は次を満たす定数である。

�4 �::�� � �
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このとき���!)*�は F7内に一意の解 : 2 :をもち�次が成り立つ。

�:� ::� � � ��
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�証明� ����の *��+������� �を参照。 �

更に�次の �
����
 �!"が成り立つ。

������� �� 次の非線形微分方程式系を考える。
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2 ��(& �� � � � ���)��

ただし� ��(& ��は �に関して �8周期で� �(& �� �  ��に関して連続微分可能であり�  � ��

は �次元 ��	���空間 ��の領域である。

ここで���!)"�が  内に近似解 ( 2 (���をもち�次の ���	�を満たすような周期的連続な行
列 <���と定数 � ! %& % " 6 " �が存在すると仮定する。
��同次線形方程式系
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2 <���)

は �を固有値としてもたない。
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ただし� ;�(& ��& ��& �は次の通りである。
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����
���
;�(& �� 1 ��(& ��の (に関する =�	�0���
�� 1 �G�� ���を満たすような定数
� 1 �+)���

+�
���(���& ��� � �を満たすような定数

このとき���!)"�は  7 内に一意の周期解 ( 2 :(をもち�次が成り立つ。

�:(� (� � � ��
�� 6

�証明� 近似解 (���に対して�次のように表現できる。
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このとき�これを変形すると�
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(���は �8周期であるから� ��

� �!�"より�次のようにかくことができる。

(��� 2
� �	

�
G��& �����(���& ��� <���(��� 3 5���
��

ここで�次のような反復を考える。
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ただし� (���� 2 (���とする。

帰納法を用いて�次を証明することができる。� �(��� � (��� � 6��(� � (���
�(��� � (��� � �

仮定 ��より�この反復は  7 �  内で定義される。
今� % " 6 " �であるので�列 (����は  7 �  内に極限を有する。即ち�
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このとき�反復列の定義から�
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両辺をノルム評価すると�
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���とすると�右辺は %に近づくので�
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表現の仕方から�計算すると�
�(���
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2 ��:(���& ��

これは� :(���が ��!)"�の解であることを示している。
不等式

�:(���� (���� � ���

�� 6
は�帰納法で示した式において� (����を (���にとれば�導かれる。
ゆえに�一意性を示せば十分である。

:(���と :(����という二つの周期解が  7内にあると仮定する。
このとき� :(���と同様にして�次が成り立つ。
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前回と同様に� ��

� �!�"より� :(����は次のように表現できる。

:(�����
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���と ���の辺々をひいて�ノルム評価すると�

�:(� :(��� � 6�:(� :(���

% " 6 " �より� �:(� :(��� 2 %�即ち� :( 2 :(� �

この �
����
 �!"によって�非線形微分方程式系 ��!)"�に周期解が存在することを検証でき
る。しかしながら�この定理の仮定で使われている ��!)"�の近似解及び行列 G��& ��が数値的
に評価され�かつ�定数 ��& �が計算されねばならない。そこで�これらの評価方法について
説明をする。

�近似解と定数 �& ��の評価方法�
関数 #���を周期 �8の連続関数とすると� #���は 4������級数展開によって�次のように

表現することができる。

#��� � 	� 3
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�	� ��6��3 �� 6�
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ここで�各 	�& 	�& ��& ���はベクトルである。
そこで�関数 #���の有限 
次三角級数を�次で定めることにする。

#
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�
� 3


�
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このとき� #
���は 
が十分大きいとき� #���の良い近似となる。このときの誤差が打ち切
り誤差である。この関係を�打ち切り作用素 *
を用いて�次のようにかくことにする。

#
��� 2 *
#���

今� F � �	�& 	�& ��& ���& 	
& �
�と定義すると�
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ゆえに� �#
�� 2 �F�
これに関連して�次の ��

� �!��が成り立つ。

����� �� #���を周期 �8の連続微分可能なベクトル値関数と仮定する。このとき�次の評
価が成り立つ。
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ただし� �& K�
�& K��
�は次で定義するものとする。����
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�証明� ����の ��

� �!�を参照。 �

更に�次の ��

� �!��が成り立つ。

����� �� �
����
 �!" の前半部分と同じ仮定を仮定する。更に� 次のような非負定数
�& ��& ��が存在すると仮定する。
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このとき�  内に周期解 ( 2 :(���が存在するとき� 次の評価が成り立つ。ただし� :(
��� 2
*
:(���とする。����
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� G:(� G:(
�� � ���� 3���K�
�

�証明� ����の ��

� �!�を参照。 �

この ��

� �!��から�次の ��

� �!�	が導かれる。

����� �� ( 2 :(���が�  内における ��!)"�の周期解であると仮定する。このとき�任意
の整数 
 � 
�に対して�次が成り立つような正整数 
�が存在 する。
�� :(
��� �  
�� 線形同次系
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2 ;�:(
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は �を固有値としてもたず� ;�:(
���& ��に対応する行列 G
は一様有界 である。即ち�

�� ! % ��	
 �
�� �G
��& �G
�� ��
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	� +

+�
;�:(
���& ��は一様有界である。即ち�

� �� ��	
 �
�� � �
��
;�:(
���& ��� � ��

�証明� ����の '�������) を参照。 �

この ��

� �!�	によって�定数��& �を評価することができる。この評価の詳細な説明に
ついては�����を参照。

以上から� 計算された定数 �& ��に対して� �
����
 �!" の仮定を満たすように� 定数 � !

%& % " 6 " �を定めれば� �
����
 �!"より�非線形微分方程式系 ��!)"�の周期解の存在につ
いて検証できる。

����� 数値的検証例

��� �� ��の方法

����� 境界値問題の定式化

文献 ��)�に従い�  ����の方法を以下で解説する。

次のような境界値問題を考える。� �(�� 2 #��& (& (�� � � = � ��& 0�
(��� 2 (�0� 2 %

���))�

この境界値問題の解の存在について検証するのが目的である。最初に�その準備として�必要
な定義等について説明をする。

区間 =上
次の �����0���� 空間M

� � M


� �=�に対して �以後�特に断わりのない限り�関
数空間は区間 =上で考えるものとして�記号 �=�を省くことにする。�� G
 � M


� & G


� � M


���

とかくことにして�次で空間M �を定義する。

M � �M �
� �G�

�

今� � � M �に対して�そのノルム ���9 �を� ���9 � � ������と定めると� ���9 �と ���9 �
�
は

同値なノルムとなる。ゆえに� �M �& � � �9 ��は ����	
空間となる。
また�任意の関数 . � ��に対して�関数 $ �M �

� �M �を次で定義する。� �$�� 2 .

$��� 2 $�0� 2 %
���)*�

ここで�境界値問題 ��!*��の関数 #に関して�次の <���
+���� �!(と <���
+���� �!�を仮
定する。

�������
�	 � # 1M �
� �� �� は連続写像である。

�������
�	 � 任意の有界集合 � � M �
�に対して�集合

#��& �&� �� � � #��& (& (�� 	 ( � � 
 � ��

は有界集合である。

�)



<���
+���� �!(と <���
+���� �!�の下で�作用素 <を� <. � $で定義すると�コンパクト
な埋め込みM �

� P�M �
� によって�

< 1 �� ��M �

は�コンパクト作用素となる。
従って�作用素 4を 4( � <#��& (& (��で定義すると�

4 1 M � ��M �

も�コンパクト作用素となる。

次に� G�
�内の内積 $ & %3�

�
を次で定義する �以後�特に断わりのない限り�添字 G�

�と �
�を省く

ことにする。�。

$$& .%3�
�
� �$�& .���� 2

� �

�
$�.��( #�� 
 $& . � G�

�

このとき�部分積分によって���!*��は次の ��!*	�と同値になる。

�$�& ��� 2 �.& �� #�� � � G�
� & . � �� ���)"�

境界値問題 ��!*��の弱解 ( �M �を次で定義する。

�(�& ��� 2 �#��& (& (��& �� #�� � � G�
� ���*%�

��!*�式に作用素 <を施すと�作用素 4の定義から� ( 2 4( �� M � しかも���!*��の滑ら
かさから� ( � M �

� �M �

ゆえに�境界値問題 ��!*��は次のような問題に変換することができる。

4��� ( � M �
� �M � ��	
 �
�� ( 2 4( �� M � ���*��

また�M �の有限次元部分空間 �� � M � �% " 
 " ��を考えて�����
���
(� � �� 1 ���*(�の近似解

*� 1 �G�
�の意味での�直交射影

*� 1 M � �� �� � M �

と定めると�直交射影 *�の性質から�次の式が成り立つ。

��� � �*����& ��� 2 % #�� 
 � � ��& � � M � ���*��

更に� *�に関して�次の <���
+���� �!�と <���
+���� �!)を仮定する。

�������
�	 � 作用素 *��/ � 4 ��(���の ��への制限

*��/ � 4 ��(���	:� 1M � �� ��

は逆写像
�/ � 4 ��(������ 1 �� �� ��

をもつ。ただし� /は M �内の恒等写像を表すものとする。

�*



�������
�	 � 任意の ( � M � �M �
�と整数 + �� � + � ��に対して�

�(� � �*�(����	 � '
	(	9 �
	

#�� � ' ! %& 	(	9 �
	
� �(����	

が成り立つ。

次に�正定数 % " C " �に対して�作用素 �を次で定義する。

�( � (� ��/ � 4 ��(���
��
� *� 3 C/��/ � 4 ��(� #�� 
 ( � M � ���*	�

��!*)�から変形すると�作用素 �は縮小写像とコンパクト作用素の和で表現できるので� *��+������� �!�
より� �はM �から M �自身への ���������	 �
���
��となる。
ここで�逆写像 ��/ � 4 ��(������ *� 3 C/�

��が存在すれば�方程式 ( 2 �(から� ( 2 4(が導か
れる。
こうして�境界値問題 ��!*��の解を求めるという問題は�逆写像

��/ � 4 ��(������ *� 3 C/�
��の存在の下に�作用素 �の不動点を求めるという問題と同値になる

ことがわかる。

����� ��������と検証条件

この節では�前節で定義した作用素 �の不動点を求めるという問題について考える。
一般に���!*)�で定義された作用素 �は無限次元空間上の作用素であるので� 与えられた

( � M �に対して�その像 �(を計算機内で表現することはできない。従って�集合 � � M �

に対して�像 ��の丸め D����及びその丸め誤差 D�����を考えることにする。
まず�写像 9� 1 M � �� ��を次で定義する。

9�( � 9/(� ��/ � 4 ��(������ 3 C9/��9/ � 94 ��(� #�� 
 ( � M � ���*(�

ただし� 9/ � *�/& 94 � *�4である。
ここで���!**�で定義した作用素 9�に対して�上記の D����と D�����を次で定義する。

�
D���� � � 9�( 	 
 ( � � 

D����� � � $ � M � 	 �$�9 � � :& �$��� � '
:& *�$ 2 % 
 ���*��

ただし� : � 6�,
)�0

��� � 9� ��9 �とする。

このとき�集合 D����� � M �は M �の有界凸閉集合であることがわかる。そして�集合
D����と D�����に関して�次の ��

� �!�(が成り立つ。

����� �� M �の任意の有界凸閉集合 � � M �に対して�

D����&D����� �� �

が成り立つとき� ( 2 4(を満たす点 ( � �が存在する。
ただし� &は G�

�の意味での直交直和を表し� �
�� �は�集合 �が集合 �に強く含まれるこ

とを意味する。

�証明� 最初に� M �の任意の有界凸閉集合 � �M �に対して�次が成り立つことを示す。

�� � D����&D����� ���

�"



任意の点 ( � �に対して� �( 2 9�(3 ��(� 9�(�と表すことができて� 9�( � D����である
から����を示すためには�

�(� 9�( � D����� #�� 
 ( � � ���

を示せば十分である。

そこで�任意の点 ( � �をとる。
まず�直交射影 *�の定義から� *���(� 9�(� 2 % �	�

次に� :の定義から� ��(� 9�(�9 � � : �(�

�	�より���!*��の関数 $及び .と�任意の � � ��に対して�部分積分から�次のように評価す
ることができる。

��(� 9�(& $� 2 ���(� 9�(��& $��
2 ���(� 9�(��& $� � ���
� ��(� 9�(���

� �

�
	$� � ��	�(

� ��(� 9�(�9 ��$� � �����
ここで� � 2 *�$ ととることができるので� <���
+���� �!)より�次のように評価すること
ができる。

�$� � ����� 2 �$� � �*�$�����
� '
	$	9 �

�

2 '
�$�����
2 '
�.���

以上から�まとめると�

��(� 9�(��� � '
��(� 9�(�9 � � '
: ���

ゆえに��	���(�����より����が成り立ち�従って����が成り立つ。
仮定と ���より� ��

�� �
よって� ���������の不動点定理によって�

� ( � � ��	
 �
�� ( 2 �(

これを���!*)�に代入すると�

��/ � 4 ��(������ *� 3 C/��/ � 4 ��(� 2 %

ここで�逆写像 ��/ � 4 ��(������ *� 3 C/�
��が存在すれば�求める結論が得られる。即ち� �Cが

�/ � 4 ��(������ の固有値でなければよい。
そこで�固定した C に対して� ��

�� �が成立するとすれば�この C の近傍でも� ��
�� �が

成り立つ。
このとき� ��

�� �は常に成り立っているので�結局 Cの値に関係なく�この関係が成り立つ。
従って�求める結論が得られる。�

次節では�上記の ��

� �!�(の仮定である有界凸閉集合 � � M �の構成について述べる。

�%



����� 計算機上の検証条件

計算機上で� ��

� 	!��の仮定を満たす有界凸閉集合 � �M �を構成することができれ
ば� ��

� 	!��によって�境界値問題 ��!*��の解の存在について検証できる。従って�その
ような � �M �を構成することが目的となる。
最初に�以下のことを定義する。
非負整数の集合を ��で表し�任意の : � ��に対して次を定義する。

�:� � � $ � M � 	 �$�9 � � :& �$��� � '
:& *�$ 2 % 

更に�次を定義する。������

�����

(� � �� 1 境界値問題 ���*��の近似解
:� � �� 1 適当な初期値

�$�
��������" 1 ��の基底
'� 1 �$�
の区間係数の全ての一次結合全体の集合

今�列 D(
���
� � '�と :� � ��を�次の反復アルゴリズムで定める。

���� 2 (� 3D(
�����
� 3 �:����

D(���� � D�������� (� ��!*��

:� � '
�#��& ����&� �
������� ��!*)�

��!"%�は�次のように変形することができる。

D(
���
� 2 ���/ � 4 ��(������ 3 C��9/ � 94 ��(�� 3 �/�D(������ 3 �:�����

���/ � 4 ��(������ 3 C���9/ � 94 �������� �9/ � 94 ��(��

���**�

このとき���!"��の第 �項は '�内の元なので�次のように表現できる。

D(� 2
"�
���

��$�

次に���!"��の第 �項を次のようにかくことにする。

D�(
���
� 2

"�
���

�
���
� $�

ここで� ����
� は次で決定される。

��
���
� � 2 ���� C�� �,�� 
�<�����

� � 3 �,�� 3 C ����D# ������ �

ただし� �& ,&  & �<�����
� �& �#

�����
� �は次の通りである。��������������������

�������������������

� 1 �次元単位行列
, 2 ����� 1 �/ � 4 ��(���	:�に対応する行列

��� � $�/ � 4 ��(���$�& $�% �� � @& � ���
 2 ����� 1 ��� � $$� & $�% �� � @& � ���
�<

�����
� � 1 D(

�����
� の区間ベクトル係数&即ち&

D(
�����
� 2

"�
���

<
�����
� $�

�#
�����
� � 1 次のような区間ベクトル

#
�����
� 2 $94 ������� 94 �(��& $�% �� � @ ���

��



以上から���!"%�は次のようにかける。

D(
���
� 2 D(� 3D�(

���
� 2

"�
���

��$� 3
"�
���

�
���
� $�

2
"�
���

��� 3�
���
� �$�

ここで� D(���� 2
"�
���

<
���
� $�& <

���
� � �<���

� & <
���
� �に対して�次を定義する。

�D(���� �D(������ � � ��4
����"

� 	<���
� � <�����

� 	& 	<���
� � <�����

� 	 


次に�値の小さな �� ! %をとり�� �D(���� �D(������ � " ��
	:� � :���	 " ��

を満足するような自然数 � � $が存在するとき�別の �� ! %に対して�次を定義する。����
���
D9(

���
� � D(

���
� 3

"�
���

���& ����$�
9:� � :� 3 ��

���*"�

��!"	�の組 �D9(
���
� & 9:��の反復アルゴリズム ��!"%����!"��に対する結果を�それぞれ D(�と :

とかくことにするとき�即ち� 9� 2 (� 3D9(
���
� 3 �9:��に対して�

D(� � D�� 9��� (� ��!"%�

: � '
�#�� � � & 9�& 9� �
���� ��!"��

であるとき�次の �
����
 �!�%が成り立つ。

������� �� �計算機上での検証条件�
�D9(���� & 9:��及び �D(�& :�を�それぞれ ��!"	�と ��!"(����!"��で定義するものと仮定する。更
に�次を仮定する。

D(�
�� D9(

���
� ��!"��

: " 9:� ��!"	�

このとき� 9� 2 (� 3D9(
���
� 3 �9:��内に境界値問題 ��!*��の弱解 ( �M �が存在する。

�証明� 最初に���!"(�と ��!"��より�次が成り立つ。

D�� 9�� � D(� 3 (� �� D9(���� 3 (� ���"(�

次に�任意の点 ( � 9�に対して���!*)�と ��!**�より�整理すると�

�(� 9�( 2 ��� C��/ � 9/�(3 C�4 � 94 ��(�

�/ � 4 ��(������ *���/ � 4 �� �9/ � 94 �
�(�
� ��� C��9:�� 3 C�4 � 94 �� 9��

<���
+���� �!)と 4の定義���!"%����!"�����!*)�等から�上式の両辺をノルム評価して整理す

��



ると�

��(� 9�(�9 � � ��� C�9:� 3 C6�,
)� �0

��4 � 94 ��(��9 �

� ��� C�9:� 3 C'
6�,
)� �0

�#��& (& (�����
2 ��� C�9:� 3 C:
" 9:�

よって�
��(� 9�(�9 � � 9:� ���"��

ここで�任意の ) � D�� 9��&D��� 9��と� �6�9 �が十分小さいような 6 � M �に対して���!"*�
と ��!""�より�次が成り立つ。�

*�) 3 *�6 � (� 3D9(
���
�

) 3 6� *��) 3 6� � �9:��

ゆえに� ) 3 6 � �9:�� 3 (� 3D9(���� 2 9�

これは�任意の ) � D�� 9��&D��� 9��に対して成り立つので�

D�� 9��&D��� 9�� �� 9�

よって� ��

� �!�(より� � ( � 9� ��	
 �
�� ( 2 4( �

この �
����
 �!�%によって�この節で構成した 9� � M �内に�境界値問題 ��!*��の解が存在
することが示された。しかし� �
����
 �!�%の仮定である ��!"��が得られるためには�反復
アルゴリズム ��!"%����!"��の列 �D(

���
� & :��が収束する必要がある。そこで�この収束条件

について考えてみる。
まず�記号等について定義をし�引き続いて�これに関係のある事柄について述べる。

最初に�次を定義する。����
���

�( � �/ � 4 �( 2 (� <#(
�����

�� � �/ � 4 ��(������
� � � � � � �9 �

更に�任意の作用素 ? 1 M � ��M �に対して� 9? � *�?とかくことにする。
次の <���
+���� �!*を仮定する。

�������
�	 # ��� 方程式 �( 2 %は解 (� �M �をもつ。
��� (�の近傍

1 2 ���7(�� � � ( �M � 	 �(� � � 

内の全ての点において� �の 4�5�	
��微分 ���(�が存在する。
ただし�次が成り立つものとする。����

���
$���(�2& �% 2 �2�& ���� ���

�)
2 3 ��

�)�
2�& �� #�� 
 2& � � M �

��

�)
1 ��内の近傍 1で一様有界

��

�)�
1 M �

�内の近傍 1で一様有界

�	�

����(�� � ��)�� � ��(� )� #�� (& ) � 1

�	



を満たすような定数 � ! %が存在する。
�(�点 (�で� ���(�の逆写像 �� ��(����� 1 M � ��M �が存在して� ��� ������ � '�
が成り立つ
�ただし� '�は 
とは無関係の定数�。

以上のことをもとに�次の ��

� �!��が成り立つ。

����� �� <���
+���� �!( � <���
+���� �!* のもとに� 十分小さい 
 と Cに対し
て� (� � Oとなるような開近傍 O �(��が存在すると仮定する。
このとき� D(���� 2 %& :� 2 %で定義された反復アルゴリズムの列 ��D(���� & :��
は有界で

ある。即ち�任意の自然数 � � $に対して�

6�,
���

�D(���� � " D�& :� " :: 2� 6�,
���

�D(���� � " D�& :� " ::

が成り立つような正定数 D� ! %と :: ! %が存在する。

�証明� ��)�の �
����
 �を参照。�

次に� �
����
 �!��の準備として� ��の巾集合 �:�に�次のような G������##距離を導入す
る。
任意の 1�& O� � �:�に対して�次を定義する。���

��
 �1�& O�� � ��4� 6�,

;�<�
��$& O��& 6�,

=�>�
��.& 1��


��$& O�� � �
<
=�>�

�$� .�9 �

���"��

そこで�十分小さい 
 ! %に対して�点 (� � ��が (�の十分良い近似になっているとき�解の
存在が検証できるということが�次の �
����
 �!��で示される。

������� �� �収束に関する定理�
��

� �!��と同じ仮定を仮定する。
このとき�反復列 �D(

���
� & :��は� �

:� ���内で一意の極限を有する。即ち�

�D(
���
� & :�� �� � �(�& :�� � �:� ��� �����

�証明� 証明の前半部分は���)�の �
����
 �を参照。後半部分は�����の �
����
 �を参照。
�

����� 一意性について

前節の �!)!	節では�有界凸閉集合 � 2 (� 3D(� 3 �:�内で�境界値問題 ��!*��の弱解を
求めることができた。この節では�同じ集合 � � M �内での ��!*��の解の一意性について考
える。
最初に�次の <���
+���� �!"を仮定する。

�������
�	 & 集合 � � M �に対して� ����を �に依存する
���������	 ������ �
���
��の集合全体とするとき�任意の点 (�& (� � ����と �!)!�節の関
数 4に対して�次が成り立つ。

� 6 � ���� ��	
 �
�� 4(� � 4(� 2 6�(� � (�� ���")�

�(



次に���!*��の関数 #に対して�

���� � / � ��/ � 4 ��(���
��
� *� 3 C/��/ ������ ���"*�

と定義すると�集合 ����は� ���������	 ������ �
���
��全体の集合となる。
そこで��!)!�節の拡張として�以下のことを定義する。���������

��������

���� � �(� 3 ������ � (��
D������ � � 9( � �� 	 9( 2 9�(� 39��(� (�� #�� � � ����& ( � � 

D������� � � $ �M � 	 �$�9 � � :& �$��� � '
:& *�: 2 % 


9� � *��

: � ��� � 9� �(��9 � 3 6�, ��� �9���(� (���9 �

このとき� ��

� �!�(の拡張として�次の ��

� �!��が成り立つ。

����� �� 有界凸閉集合 � � M �に対して� (� � (であり� <���
+���� �!"が成り立つと
仮定する。更に�次が成り立つと仮定する。

D������&D������� �� �

このとき� ( 2 4(となる一意の点 ( � �が存在する。
�証明� ��!�%��と ��!�%��より�任意の ( � �に対して�
�( 2 �(� 3 ��(� �(��

2 �(� 3 �(� (��
���/ � 4 ��(������ *� 3 C/���/ � 4 ��(�� �/ � 4 ��(��


ゆえに� �( � ���� ���

従って� D������の定義より� 9�( � D������
更に� �(� 9�(を M �ノルムで評価すると�

��� � 9� �(� � ��� � 9� �(��3 6�,
5�)

��� �9���(� � (��
� :

ゆえに� D����� � D�������
���と仮定より�次が成り立つ。

D����&D����� � D������& D������� �� �

従って� ��

� �!�(より�
� ( � � ��	
 �
�� ( 2 4(

後は�一意性を示せば十分である。

� (� � � ��	
 �
�� (� 2 4(�
� (� � � ��	
 �
�� (� 2 4(�

と仮定すると� <���
+���� �!"より�

(� � (� 2 4 �(��� 4 �(��
2 6�(� � (��

� �/ � 6���だから� (� � (� 2 %�即ち� (� 2 (� �

��



計算機上では��!)!	節の系として�次のようにとる。����
���
D(���� � ��
:� � ��

� 2 (� 3D(
�����
� � �:�������

��
D(

���
� 2 D������� (�
:� 2 '
�#��& (�& (������ 3 6�,

8���0�

��6� 96��D(������ 3 �:������9 �

以上のことをもとに� 次の �
����
 �!�� によって� 境界値問題 ��!*�� の解の一意性が示さ
れる。

������� �� 次のことを仮定する。�����
����

9� 2 (� 3D9(
���
� 3 �9:��

D(� 2 D��� 9���� (�
: 2 '
�#��& (�& (������ 3 6�,

8���0�
��6� 96��D9(���� 3 �9:����9 ���

� D(�
�� D9(

���
�

: " 9:�

このとき� ( 2 4(となる点 ( � 9�が一意に存在する。
�証明�

D��� 9���&D���� 9�� �� �
を示せば� ��

� �!��より�証明は完了する。

�( � ����と ��!"��より�次が成り立つ。

D��� 9��� �� D(� 3D9(���� ���

次に�任意の � � �� 9��と ( � 9�に対して� L� � L(� 3 ��(� (��と定義する。
ある 6 � �� 9��が存在して� � 2 / � ��/ � 4 ��(���

��
� *� 3 C/��/ � 6�であるとき�

�L(� 9L(� � ��(� � 9�(��3 ��� �9���(� (���
� C'
�#��& (�& (������ 3 ��� C�9:�

3C6�,
���

��6� 96��D9(���� 3 �9:���
2 ��� C�9:� 3 C:
" 9:� ���

ここで� �(� � 9�(� 2 C�4 � 94 ��(��

���と ���から� �
����
 �!�%の証明と同様の議論をすれば�

D��� 9���&D���� 9�� �� �

を示すことができる。�

����� 数値的検証例

��



������� 


考察

以下では�第 �章で述べた各方法の特徴について�考察してみる。

最初に�区間法である 
��
��の方法についてであるが�この方法は  ����の方法と同じよう
に�境界値問題を同値な不動点形式に変換して� ����	
空間内の不動点定理によって�解の
存在の検証を行っている。ここでは�求める解がその不動点となるように作用素を構成する
といった技法が用いられている。
��
��の包み込みの方法は� ��)���の定理を用いて誤差項
を評価しているので�その次数を上げることによって�高精度化することが可能である。背景
として必要な数学的知識は少ないので�非専門家にも扱い易く�自動微分法との組合せにより�
高効率の達成が容易である。また��!�!(節での行列 ����の座標変換に基づき����

��	 ����

による包み込む区間の拡大を防いでいるので�他の区間法 �例えば� ������������
�������に
比べて優れている。更に�大規模な連立方程式を解く必要がないので�計算機上で実現する場
合�メモリを少量化することができ�パソコンでも実現可能である。#@&�@
�&�による実用
レベルのソフトとしても提供されており�ヨーロッパを中心とするこの分野の研究者たちの
間でも高く評価されている。
しかし�一方で�その構成が陽的スキームであるために�初期値問題として ���##な問題に

は適用できないという欠点がある。
次に�解析的方法である #$��の方法であるが�この方法は�偏微分方程式 �楕円型境界値

問題�にもそのまま適用できるという特徴がある。線形化逆作用素ノルムを�もとの作用素の
最小固有値の逆数として評価しているので� �����タイプのものよりも粗い近似解で検証が
可能である。つまり�近似解で高精度のものを必要とせず�例えば �%�� � �%��程度のもので
も検証が可能であり� �����の方法の近似解の精度 �%�� � �%��と比べて�はるかに粗い近似
解で十分である。
しかし�一方で�固有値及び固有関数の計算は一般に複雑であり�近似多項式も高次のもの

が必要であるという点に問題がある。特に� ��の項が含まれた場合�この方法の検証手順は非
常に複雑となる。また�問題の定式化からわかるように�近似解として滑らかな G�クラスの
近似解を必要とする。
&���'����の方法は�限られた範囲 � ������� � +�������条件下�では効率の良い検証方法

であることが特徴である。しかしながら� ��の項が含まれた場合�計算が複雑となる。問題の
定式化から�その近似解が '�クラスであることも必須条件である。また� �������� +�������
条件のために適用範囲も狭い。
��������の方法は� ���������	
の定理を利用した検証方法としては� �����の方法よ

りも古い。問題の定式化は�境界値問題を同値な O �������型積分方程式に変換するというも

�)



のであり� 非専門家にも扱い易いところは 
��
�� の方法と同じ特徴を有する。しかしなが
ら� ���������	
の定理における線形化逆作用素ノルムの評価が �����の方法より評価し
易い反面�その評価値が大きくなり�検証不能となる場合がある。また� �����の方法と同様
の高精度の近似解を必要とする。
�����の方法は� ��������の方法と同じく� ���������	
の定理を利用した検証方法で

あるが� ��������の方法に比べて逆作用素ノルムの評価に優れている。また�幅広い境界値
問題 �例えば�高階境界値問題�多点境界値問題�ベクトル値境界値問題�に対して適用が可能
である。しかし�一方で�区分的 �次多項式を用いるために�検証手順は一般に複雑である。
�����の方法は�解析的検証法の中では最も古く�高階方程式への適用も可能である。し

かし�論文 ����� ��)�において�基本解行列のノルム評価が不完全であるために�その検証方法
は厳密性に欠けている。山口�吉原�西田 ��*�は�高精度の差分法を適用して近似解と基本解行
列を構成し�定数 ��を厳密に評価することによって�これを改良している。なお� �����の
方法では� �%�� � �%��程度の高精度近似解も必要である。
最後に� 混合法である  ���� の方法であるが� この方法は偏微分方程式にも適用が可能

である。�!)!	節から�近似解の計算と検証手順が同じスキームで可能であることがわかる。
#$��の方法とは異なって�逆作用素ノルムの評価が不必要であり�一層粗い近似解でも検証
できるという点が特徴である。例えば�区分的 �次多項式でも検証可能である。しかし�逆に�
高次の区分多項式を用いても検証能力があまり向上しないという問題点がある。

以上�現在までに提案されている常微分方程式に対する主な数値的検証法について概観し
た。これらの中には�既に十分な実用レベルに達したものもあるが�まだ何れの方法も真に有
効な検証法として定着する段階には至っていない。今後�数理科学上に現われる多くの問題
に対する実際の適用を経て�各方法の評価が定まるものと思われる。
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